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序 言 


代数 拓扑 是 拓扑 学 的 重要 分 支 。 它 的 特征 是 借助 于 一 系列 的 
代数 的 对 象 、 方 法， 如 群 、 环 、 同 态 等 ， 进 行 研 究 拓扑 空间 在 连 
续 形 变 下 的 不 变性 质 。 

同调 论 、 同 伦 论 都 是 代数 拓扑 的 基础 。 它 们 自 本 世纪 形成 以 
来 〈 同 伦 论 形成 较 蜀 ) ， 在 数学 各 分 支 中 的 作用 早已 哇 现 出 来 ， 
不 仅 表现 在 与 微分 方 称 、 识 画 分 析 、 代 数 、 微 分 几何 、 大 范围 分 
析 等 联系 密切 ， 其 至 像 电路 网 络 、 衍 架 分 析 竺 学科 中 也 找到 它们 
的 应 用 。 

这 书 基本 上 是 一 本 数 材 。 作 者 记 山 涛 于 天 十 年 代 便 在 北京 大 
学 多 次 讲授 “ 同 伦 论 ”一 课 ， 本 书 的 基本 内 容 就 是 根据 课程 
(1961 一 1962 学 年 ) 的 讲稿 由 作者 刘 旺 金 补 充 整 理 而 成 的 。 十 几 年 
来 ， 代 数 拓扑 的 发 展 其 为 迅速 ， 内 容 和 方 法 已 有 不 少 更 新 。 然 
而 ， 我 们 认为 ， 本 书 的 内 容 一 方面 可 供 初 次 接触 过 代数 拓扑 的 或 
不 准备 专门 研究 同 伦 论 的 读者 阅读 ， 同 时， 也 可 以 作 学 习 更 深 一 
步 的 现代 同 伦 论 的 阶梯 ， 因 此 仍 不 失 为 同 伦 论 的 一 个 初步 介绍 . 
它 对 于 阅读 过 江 泽 涵 数 授 所 著 “ 拓 扑 学 引 论 ” 一 书 的 读者 ， 当 不 
会 有 多 大 的 困难 。 

同 伦 论 之 所 以 得 以 兴旺 发 展 ， 首 先 应 归功 于 W. Hurewicz 
1935 年 引进 同 伦 群 。 稍 迟 ，S. Eilenberg 用 同 伦 群 引进 关于 喘 射 
扩充 的 阻碍 类 。 多 少年 来 ， 同 伦 论 实质 上 始终 沿 着 同 伦 群 及 阻碍 
类 的 有 效 计 算 问 题 ， 及 由 此 产生 的 同 伦 不 变量 的 天 在 联系 ， 以 及 
它们 的 进一步 引伸 和 应 用 等 ， 而 进行 工作 ， 尽 管 表面 上 看 来 有 时 
不 其 明显 。 这 大 部 份 因为 ， 为 了 解决 老 的 问题 而 产生 新 的 理论 和 
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究 。 

正 因为 这 原故 ， 本 书 作为 一 介绍 性 读本 ， 就 直截了当 地 尽快 
先 介绍 同 伦 群 和 阻碍 类 。 这 办 法 是 进 循 历史 上 自然 发 展 过 程 的 ， 
或 者 说 是 传统 的 。 为 了 解决 同 伦 论 如 上 述 的 早期 注意 的 问题 所 产 
生 的 理论 和 工具 中 ， 对 后 来 最 有 广泛 影响 的 ， 无 疑 地 要 推 了 .-P， 
Serre 应 用 丁 . Leray 谱 理 论 于 纤维 空间 来 计算 同 伦 群 。 因 此 ， 紧 
接着 阻碍 类 论 之 后 ， 我 们 介绍 了 纤维 空间 和 谐 叙 列 ， 进 而 择 要 介 
绍 Serre 的 工作 。 

在 1961 一 1962 学 年 我 们 进行 同 伦 论 课程 时 ， 已 有 内 容 相 当 趟 
HA, HHEN “Homotopy Theory”, RIRA Et. K 
在 国内 受到 注意 的 又 有 E.H.Spanier 著 的 “Algebraic Topolo- 
gy” K. R.M, Switzer 著 的 “Algebraic Topology 一 homotopy 
and homology” 两 本 关于 同 伦 论 的 书 ， 内 容 尤 其 丰富 。 前 者 几乎 
一 切 从 画 子 观点 出 发 ， 不 同 于 我 们 直 截 引进 的 办 法 ; 后 者 总 结 
一 部 份 重要 而 深刻 的 新 成 果 ， 写 得 十 分 浓缩 。 这 些 书 实际 上 都 很 
难 在 一 学 年 这 样 短 的 课程 内 全 部 介绍 完 ， 除 非 听众 已 有 和 良好 的 基 
础 。 本 书 则 要 求 在 较 短 的 时 间 内 介绍 同 伦 论 这 数学 分 支 的 要 绅 。 
这 些 年 来 ， 这 分 支 内 容 虽 已 大 大 增添 ， 然 而 要 则 未 变 ， 这 就 是 本 
书 仍 不 撩 为 同 伦 论 的 一 个 适宜 的 初步 介绍 的 原因 ， 

本 书 共 分 太 章 ， 每 章 之 前 都 有 内 容 提 要 。 在 提要 和 正文 中 还 
经 常 提 到 有 关 材 料 来 源 的 文献 。 提 到 这 些 文献 的 目的 仅仅 是 要 引 
导读 者 习惯 于 查看 图 书 资料 ， 但 决 不 能 章 率 地 认为 这 就 是 在 表明 
同 伦 论 历史 上 的 重要 进展 过 程 。 细 心 的 读者 当 会 逐渐 明白 ， 有 的 
同 伦 论 科研 工作 在 当时 受到 主要 的 注意 ， 后 来 又 产生 大 的 影响 ， 
但 在 本 书 中 其 至 还 没有 涉及 到 。 考 虑 到 数学 的 需要 ， 本 书 在 每 章 
末 选 择 了 部 份 练习 题 。 如 果 由 于 课程 较 紧 或 为 非 拓扑 专业 开设 
时 ， 可 删 去 第 五 、 六 章 的 内 容 。 

本 书 的 氢 述 、 安 排 及 内 容 肯 定 会 有 许多 不 委 之 处 ， 基 切 盼 望 
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数学 界 的 专家 及 各 位 读者 提出 宝贵 意见 。 

最 后 ， 说 明 书 中 条 用 的 记号 。 如 “ 】 ?表示 一 个 定理 、 命 题 
或 推论 的 证 明 完 毕 ， 或 证 明显 明 ， 或 此 处 不 给 出 证 明 。 “定理 
1.5” 表 示 同 一 章 中 的 1.5 定理 ， 而 “定理 也 .1.2” 或 “定理 B. 
1.2” 则 分 别 表 示 第 二 章 或 附录 B 中 的 1.2 定理 。 正 文中 简单 而 类 
似 的 推理 有 时 省 去 ， 留 给 读者 自己 补 出 ， 在 省 去 的 地 方 往 往 紧 接 
着 在 一 括号 内 写 有 “复习 题 ” 宁 样 。 书 末 附 有 参考 书目 及 部 分 文 
RHR, RIIS. 
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[内 容 提要 ] 


拓扑 空间 是 最 基本 的 拓扑 概念 ， 群 是 基本 的 代数 概念 。 本 章 
对 任意 正 整 数 n ， 当 给 定 拓扑 实 间 XX 的 茶 一 基点 xo EX 时 联系 一 
群 X, (XX,X0)， 称 为 XX 在 Xo 处 的 第 7 个 同 伦 群 ($ 2 ,8 3)。 同 伦 
群 最 初 是 1935 年 WW，Hurewicz 引入 并 加 以 讨论 的 [23]; 4 n=1 
时 ， 芭 是 早期 由 理 , Poincaré 提出 的 基本 群 。 基 点 的 改变 对 同 伦 
群 的 影响 在 § 4 中 得 到 论证 ， 从 而 说 明 ， 路 径 连 通 空间 X 在 任 一 
基点 的 同 伦 群 是 同 构 的 。 对 于 拓扑 空间 锡 (X A), 24 n22, ， 相 
应 地 有 相对 同 伦 群 Xx, (X, 有 4,xo) 的 概念 〈8 5), 3ET S 6 HE BH, 
闻 伦 群 ( 相 对 同 伦 群 ) 是 空间 ERD HENTER, 

BAERE, MiA RTTA, h A ieg 
Za (X,xo), AplA, X0); Z (X,A,xo) 等 组 成 的 正 合 叙 列 在 同 伦 
论 中 是 重要 的 ，$ 7 中 将 作 有 叙述 。 

Š 1 中 关于 有 映射 的 同 伦 、 空 间 的 伦 型 等 概念 是 本 章 及 至 书 必 
需 的 预备 知识 。 ， 


$1 预备 

设 居 与 了 是 拓扑 空间 ， 连 续 画 数 XY ARA 
12 X'5X”E X Ip 2 |B|, Y' 与 YY 是 了 的 子 空 间 如果 映射 
f:X-Y a TX SY', f(XryCY”, Wi f: X,X,X”) 
—(Y,Y',Y”, 

以 后 ， 工 总 表示 实 直 线 上 的 闭 线 节 [0,1)]。 

定义 1.1 WSA, X, X y> (Y Y), Y") EB Á Bk 
射 。 如 果 存 在 映射 已 : (Xx 了,X’xI 了 ,Xx 了)>(Y,Y',Y?)， 


2 间 伦 论 基 础 


使 f(x,0) =f, Fa, D= (x) 对 任意 XEX 成 立 则 称 f 与 
f' 相对 于 (X',X*)，(Y',Y*) 来 说 是 同 伦 的 ， 并 记 作 
ff: (X, X', X”) >Y ,Y',Y”), 
EPERE F, HISS. 
IERRA F RAA f A 广 的 同 伦 或 伦 移 ， 记 为 了 :7 三 。 


附 记 1。 当天 ,X ,YY 都 是 空 集 时 ， 即 通常 所 指 的 
(绝对 ) 同 伦 ， 记 为 ISX, 

当 X 二 XX',Y* 二 Y' 时 , 记 为 1/ 二 f':(X,X)>(Y,Y )， 
特别 地 , 伦 移 下 在 子 集 关 /上 保持 不 动 , 即 适 合 F (x,t) 二 f(x)， 
IHES EX’, tE DRESS rel X 

附 记 2。 映射 了 与 广 同 伦 有 明显 的 几何 直观 ， 即 连接 /了 
至 1' 有 一 连续 形变 。 事实 上 ,对 于 (x,t) EXXx1, 我 们 可 以 把 
t 理解 为 时 间 , 则 f(x) 二 F(x, 四 定义 了 一 族 有 映射 f :X-Y 
FEELS ORRERA t , 关 在 Y 中 的 像 。 特别 地 ,二 0 
ARH S, 二 1 时 为 映射 1'; 而 fi (Xx) 同时 连续 地 依 
顿 于 点 xEX 及 时 间 #E7T。 这 种 表示 同 伦 的 方法 今后 常用 。 

注意 ,定义 1.1 ERIE tE, f1 (XSEY', f(X”) 
cY”, 

下 面 是 映射 (绝对 ) 同 伦 的 例子 : 

例 1.1 ië X—=Y=E"(n 维 欧 氏 空间 ) 。 记 i: Es — E" E 
恒 同 上 映射， 6:E" 一 E" 是 常 值 有 映射 ， 对 任意 xEE"，e(z) 一 0， 
B| i~e., BB F(x,t= (1—t)x E V Wp jj F: E" x I— 
En, ŒF: 1 二 ce。 几何 上 , 映射 F 即 是 将 忆 ' 缩 成 为 一 点 0。 

例 1.2 设 X 是 任意 拓扑 空间 , Y Æ E 的 西子 集 。 对 于 
映射 与 1 和 :XX>Y, m F, t) =(1—bD f(x) +tf' (x), MM 
F:XX7 一 了 是 连接 /了 到 万 的 同 伦 。 

例 1.5 拓扑 空间 革 中 连接 点 yo 至 万 的 路 径 是 一 映射 
f: (1,(0),(1)) 一 (Y,yo,y1)。Y 中 可 用 路 径 来 连接 的 点 侦 
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给 出 点 偶 间 等 价 关系 ， 因 而 立 分 成 一 些 路 径 连 通 分支 , 使 得 
点 yo 及 y1 属 于 同一 分 支 ， 当 且 仅 当 有 路 径 过 yo 至 y1。 若 了 只 
包含 这 样 的 一 个 分 支 ， 则 称 Y 了 是 路 径 连 通 的 。 

取 X 三 {xo; 是 由 一 点 构成 的 拓扑 空间 ， 则 拓扑 空间 工 是 
路 径 连 通 的 ， 当 且 仪 当 任意 两 个 映射 1 与 1:{x0o}>Y 都 是 
同 伦 的 (显然 ) 。 


记 Y? 是 从 拓 扩 空间 XX 到 拓扑 空间 Y 了 的 一 切 映 射 的 集合 ， 
X’, X” Y7 Y” inii. 

m Y, Y’, Y) œ X. X) —(—(feY*|) f X'yCY', f(X”) < 
Y”) YX ETHE. KA 4X, X,Y’, Y” 都 是 空 集 时 ， 即 为 
Y“ 自身 ， 

命题 1.1 在 集合 (Y,Y',Y”) 0. Y) 中， 映射 的 同 伦 关 
系 “ 二 ”是 等 价 关系 , 妈 对 任意 1 ,f' ,fCE(Y,Y' ,YY) 0 
有 

(1) /一 请 

(2) mR SSF, WSS, 

(3) 如 果 f 二 1’, f'=f', WSS 

证 明 C1) @mF(x,)) =fG), RIFE f 到 自身 的 同 伦 

(2) 假设 Ff 是 连接 f 至 f' he. AiL, HE’ (x,t) = 
F(x,1 一 引 给 出 的 上 映射’ 是 连接 f' 至 了 的 同 伦 ， 

《3) 假设 F :f=J', Faf = fr, BES F, 与 Fa: 
(XxI,X'xI,X”xI)— (Y, Y', Y”), Æ B F, (x,0) 二 f(x)， 
Fi, D) =f! (x) =F,(x,0), Fatx, 1) =f"), Erh x€ X, 

命 


F(x, 2), << 


rew] 
F,(x,2t—1), <<, 


4 AEREA 
mF: (X xI, X' xI, X” xI) > (Y ,Y',Y”) ,使 得 F(x,0) 二 f(x)， 
Fœ, D= (xX) ,其 中 xEX ( 见 图 1.1) 。 而 的 连续 性 由 下 面 
的 粘 接 引 理 即 可 得 到 ， 故 F:fs=/', 1 


设 X 与 Y 是 拓扑 窗 间 。 关 ' 为 关 的 子 空间 ，9: 半 一 了 为 映射 ， 
记 g|XX':XX' 一 了 为 g 限 制 在 X' 上 所 得 的 部 份 映射 设 X= 
X, UX;,, Jf X >Y, i=1,2, E A fil X| n X;=f.| X, 
nx, TA EX Aix S: XY, ER 
f (xX), x€ X,, 
re=| 
fx (x), x€ X>. 
531381.2 ( 粘 接 引 理 ) 设 X, 与 头 。 是 羡 的 闭 子 集 ， 则 上 述 对 
应 了 是 一 个 上 映射 。 
证 明 设 愉 是 闻 的 任意 闭 子 集 ， 有 
FM =F M AX UX.) S= MN] 
UU 16(M)nX:1]=fr'(MyUfz! (M), 
根据 方 的 连续 性 及 X, Z X D B] #, fr MEX h, A 
而 在 X 中 是 闭 集 。 同 理 fz1(M) 是 XX 的 团 集 ， 故 广 1(M) 在 XX 中 
亦 为 闭 集 。】 
推论 1.3 jZX,Y,X i,X238181.2, KIXI AR / 5 /f': 
X—Y, KR F :f|X = f'| X FAN XSS] X B. 6 £ 
Fil X I 1ZX,)xI=F; (X NX) x 1, MH X 
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` (F I (x,t), x€ Xi, t€ 1, 
F(x t) = 
| xEX,, IEI 
给 出 的 映射 :XXx1 一 了 是 连接 到 了 ' 的 同 伦 。( 复 习题) 】 
命题 1.1 表 明 ， 和 集合 (Y ,了 72) 所) (b BJ pb Y) Z= 
射 的 同 伦 关 系 分 成 一 些 互 不 相交 的 等 价 类 ， 共 中 每 一 类 称 为 一 个 
同 伦 类 。 
从 例 1.2 看 出 ， 当 了 是 E" hE, Y 仅 有 一 个 同 伦 类 ， 
命题 1.4 X,Y , ZERIAN, X’, X,Y’, Y” 4n ii p 
W, Z5 EZTA. mR f/=f':(X,X',X7y—(Y,Y', 
Y”), g==g':(Y ,Y',Y”)—(Z ,2Z',2”)， 则 合成 映射 亦 然 ， 即 
g. J=g'.f'i(X,X',X7)—(Z ,Z',Z”), 
证 明 由 命题 1.1 中 的 〈3 ) ， 只 须 注意 下 远 两 点 : 

C1) 如 Ff 二 f',， 则 G=g.，F:g. f==g ° f/f’ 

C2) ġa H:g=g', M K, =H(f! (x),t) 给 出 连接 
ge EI eF ij | £ K:(Xx<x1,X'xI,X'xD—(Z,2Z', 
Z”), 1 

命题 老 明 ， 在 合成 映射 中 如 果 把 其 中 的 因子 换 成 与 之 同 伦 的 
映射 ， 基 结果 与 原来 的 合成 陕 射 同 伦 ， 

定义 1.2 拓扑 突 间 X 与 》 称 为 同 伦 等 价 的 (具有 相同 伦 型 ) ， 
如 果 存 在 映射 f:X 一 YY， 及 g:Y-—X, Eg. flx: XX, 
f，9 二 1y:Y>Y, 这 里 1x 与 1y 分 别 表示 X 与 了 上 的 恒 疝 映射 , 

此 时 /了 称 为 从 X 到 工 的 一 个 同 伦 等 价 (映射 )， 9 称 为 7 了 的 一 
个 同 伦 逆 (映射 )， 并 记 /: 关 二 Y， 或 简 记 XX 二 Y， 

定理 1.5 在 至 体 拓 补 窒 间 这 一 集合 中 ， 同 伦 等 价 是 一 等 价 

证 明 由 定义 1.2， 到 身 性 .对 黎 性 明显 。 现 在 证 明 传递 性 。 

Sfi XS=Y, KY=Z, mg: YX, k'Z— Y yM E f 
与 的 同 伦 斤 。 根 据 命题 1.4， 知 
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(gk) (hf) =g1yf =9f~1x:X X, 
(hf) (gk) =hixk=hk—=1;:Z >Z. 

Wehf:X= Z, ] 

定理 告诉 我 们 ， 拓 扑 空间 按 同 伦 等 价 关 系 分 成 许多 等 价 类 。 
易 见 ， 同 胚 的 空间 具有 相同 的 伦 型 ， 反 之 ， 上 有 具有 相同 伦 型 的 安 间 
不 一 定 是 同 胚 的 。 亿 如 闫 二 E"，Y 了 二 {yo} 就 是 如 此 。〈 复 习题 》 

现今 代数 拓扑 中 的 许多 内 容 都 是 讨论 空间 的 伦 型 不 变性 ， 即 
具有 相同 伦 型 的 空间 的 共同 性 质 ， 比 如 多 面体 的 同调 群 、 上 调 环 
以 及 本 章 将 讨论 的 同 伦 群 等 。 

定义 1.5 拓扑 空间 X 称 为 可 缩 的 , 如 果 恒 同 映射 1x: 关 ->X 
同 伦 于 某 一 个 常 值 映 射 ， 即 对 某 xo € X, c (X) 一 *xo， 有 lx 一 o 。 
此 时 汞 称 1x Eie. 

命题 1.6 ”拓扑 空间 X 是 可 缩 的 ， 当 且 仅 当 X 与 由 一 点 组 成 
的 空间 同 伦 型 。 

证 明 设 X 是 可 缩 的 有 1x 二 6 XX, iz f = c :X— 
{xo}，9:{xoj-~>X， 使 得 g(*o) 三 xoEX。 则 95jf= ° =1x, fg 二 
10x61， 故 XX 与 {x0} 同 伦 型 。 

反之 ， 如 半 与 {yo} 同 伦 型 ,有 映射/:X->{yo}，9:{yo}->XX， 
使 gf=1x, fg=1 uo), 记 Xo 二 9 (y0)，0:X 一 {x0} 是 常 值 映射 ， 
则 ce 二 gf 二 1x。 按 定义 1.3，X 是 可 缩 的 。 

命题 说 明 ， 在 伦 型 的 意义 下 ， 可 缩 窄 间 是 最 简单 的 拓扑 空 
Bl. pla En F. 


$2 同 伦 群 
设 扩 是 拓扑 空间 
I”={ (61,2, t;n) EE” 0<t, <1,1=1,2, =", n} 是 1 维 方 
fk, n>1, ai i= T, @ 


@ 我 们 认为 ， 当 n<m, Ej Em 的 子 空间 ， 其 中 的 点 ， 后 (nm) 个 坐标 仁 为 
=. 
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定义 2.1 设 有 映射 S jgn X, Y Afa, tz, etn) = 
g (0,t2 ,tn) e 则 由 式 


1 
TOt 12, tn), 0<i <, 
h (t ,ta = 
g (2t = 1,t2,"° ,tn) y T< xi 


给 出 映射 4:1”->XX (根据 引 理 1.2) , imfËEh—=/+29 ( 见 图 2.1)， 


以 下 取 定 EX, MARA. 
ƏPn= (0 pta, stn) € I| TI t, Gt) =0} 1" I 边界 点 


记 MaX, to = (f€ X!"| f: (In,01") ->(X,x0)}. 

MTX, 表示 M,(X,xo) 中 就 映射 的 同 伦 关 系 f=g: 
(1",01") ->( 半 ,xo) 所 分 成 的 同 伦 类 的 集合 。 我 们 在 7, (XX,xo)》 
中 引入 运算 “十”，。 

定义 2.2 设 a=[/7), B=[g] €x, (X, xo), 3 h f 5 
g: (In 3I —>(X, xo) 是 a 与 8 的 代 类 上 映射。 frat B= [f+ g) 
EAn( 尖 ,x0)， 则 “十 ”是 na(X,xo) 中 的 代数 运算 ， 

事实 于， 由 于 与 9EM(X,xo) , 易 知 /+9EM(X，xo)， 
根据 推论 1.3，c+Ap 的 定义 与 c，8 的 代表 上 映射 *，9 的 选取 无 
X, (AJAD 


定理 2.1 rn(X,xro) 就 定义 2.2 中 的 运算 “十 ”组 成 一 个 
群 ， 称 为 以 zo 为 基点 立 的 第 ?个 同 伦 群 GNP n 2E d 伦 群 ) 。 

证 明 ”验证 ， | 

C1) AR 的 成 立 . 设 f，9，hE M,(X, to), WPA 
p= (f+9) +h, q=f+ (9 十 月 分 别 由 下 式 定义 ， 


. l 1 
『 Ot, lo s. £1), 0<ti < 
1 
| I 1 .1 
p(t 2 ,tn) 一 ， gti 一 1 ,b3, 1 ,tn), 1 <t <> 
| -1 
Vh(2t —],bg, stn), > Sh <]; 
. 1 
[Eh ta tn) SAS. 
1 3 
q(t ,to ,°° ,tn) = | gti —2,t2,° ,tn) , 2 <t =< > 
| f 3 
h(t — 3,t2 ,tn), I <h=<1l 


( 见 图 2.2) , 
记 荆 1-> 了 为 也 射 ， 使 


] 
0<ie 
l 1 1 
lt) = ;t+ 1? JSt <> 
1 1 
(ft -一 
2 (t+1); 2 =<t=<1, 


arali) Po ih [on] 分 别 线性 变换 至 o>], 


z, +) [1]E, Hi=1;,: (7,07) 一 (1,97) ( 见 图 2.3)。 


命 7:1*->1? 为 映射 ,使 得 r (tista, bn) = (Alti), ta, e,n) . 
a r= ni (In. aed", 018) AR p= qr==q:(1n,01")=(X ,xo) 
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(命题 1.4) 。 
这 就 证 明了 结合 律 ， 
Ait [gD + [kj =[f] + ((g] + [h]. 


0 1⁄4 1/2 1 0 1⁄2 3⁄4 1 


(2) 有 需 元 的 存在 。 
记 

(一 [col ENA, (X ,ro0), 
其 中 o:Tn-=X,e(In) =<xo, 
对 任意 [f] Ex (X ,Xo)， 命 
F:(I*xI, 09In5x D — (X, 
xo) 为 下 式 

F (ti tae tn D= 

t 

o(a- sta, °... ta) 
给 出 的 映射 ( 见 图 2.4)。 易 
知 F|Inx(0 三 /+c， 及 
F|Inx Q)=J. Wk [fl + [e] 
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=[f], HJ: BRRL. 


C3》 右 负 元 的 存在 。 对 于 [f] ETX, 0), WF: U”, 0I 
(X, xo) 是 由 式 半 ,二 ,tn) 二 (1 一 机 ,t,tn》 给 出 的 映 
BF, MI 

-f Oii,t2, tn), < <a, 
| 1—t < 1+t 


Flt, to, t, t) = FA- t,t2, ,tn), — < 
I ` 
l 


fO —1, ta, tn) ,到 (1 +) <i <1 


给 出 连接 f+f 至 c 的 相对 于 o a, Hh e (2) 中 的 党 
值 映射 ( 见 图 2.5)。 
#c[fl+ [Z] =t, BB [f] [f] s f 56. 1 


tal 


oe ana awas e v eaman —— c - 
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为 了 应 用 的 方便 ， 我 们 对 aX, x0) 中 元 素 0 的 代表 映射 作 


一 些 讨论 。 


记 i={(ti,t2,° tn) € I" |< }， 


1 
[r= (0, Ly. 1.) G In] t, >). 


命题 2.2 对 任意 ETn (X, xo), AFET 5 frca, ER 
f!'I;)=xo Í =/7”(1r), 

证 明 iZ a=[/], fr f'=f+o, fír=ec+f. 由 定义 2.1 易 
见 (12) 二 xo 二 1 (11)。 根 据 定理 2.1 的 证 Bl, frezf==fri (In, 
013) 一 (六 ,x0o)， 故 /人 ',f’Ea。】 

命题 中 的 跨 射 f” 与 f” 分 别称 为 聚集 在 Ir 与 1; E c 的 代表 
映射 

命题 2.5 设 0=[f]，P 二 [9”]EAn( 关 ,x0)， 其 中 f' (135) 
=x0 =g" (Ii) rh: (1;?，01?) 一 (X,xo) 是 由 式 


1 
T’ (t, tzein) ? ost <> 
h(t t2, e 一 | 1 
g” (L 2 > <t <1 


给 出 的 映射 。 则 [由 —a +Ó, 
证 明 h F:(Inx I In x ID — (X ,xo) A, E4 


1 
JOCH, ty, ,tn), SaS 
F (ti ,t2, 1e, lns t) = 
g” (+t) ti— t, t2, =, tn), Ł 2 <t <1, 


则 FF 是 连接 4 到 了 ' -+9” 的 同 伦 ( 见 图 2.6)。】 


BPD ” 同 伦 群 7X,( 和 XX,*x0) 中 的 运算 用 加 号 “二 ”。 这 是 因为 
当 7 之 2，An (XX,*0) 总 是 交换 群 〈 见 定理 3.4); 而 当 n=l, 
Xi1(X,X0) 称 为 六 在 基点 xo 处 的 基本 群 , 它 一 般 不 是 交换 群 
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( 见 练习 题 18) ， 因 之 运算 也 常用 乘 号 ^. ”。 如 沿用 “十 ”， 
则 须 注 意 运 算 的 次 序 。 


$3 同 伦 群 的 交替 描述 


关于 问 伦 群 流行 的 定义 中 一 般 有 两 种 说 法 ， 一 种 是 用 方 体 人 
圭 的 映射 ， 另 一 种 用 7 Es Sm 取代 1*。 后 一 种 有 时 带 来 方便 ，。 
为 直接 给 出 这 样 一 个 交规 描述 ,只 须 应 用 适当 的 上 映射 o In S", 
方式 如 下 :， (可 参考 G. W. Whitehead [29]. ) 

ja Snt1=((t ls s inp) € Ent 1 <1) 为 (n+1) 维 


(实心 ) 球体 ， n=l; 
Sn=((t stg tnp) EVH | B =A n aR, BD Vat! 


的 边界 点 集 ; po 三 (1,0,…，,0) ES? 为 其 基点 ; 
S'=(( ty, eing) € Sn|t, i 20) A S" R Ae P R’ 
S'=([((l pta, e, ta 4) ES” ti <0)2y S" HAE R”. 
易 见 S"=S*US*,， Sni—=S' ns, 
命题 3.1 存在 映射 pn: (1”， 01") (S, po), | n=l, 


P-E EF 13 
(1) Pa W In— I" 同 胚 映射 至 S” 一 (po) E; 
(2) Pai =S}, pn(12)=S:， L 51, B § 2, 
证 明 首先 ， 对 7n 宇 1， 命 dn:S"1x[ 一 1,1]~>3” 为 映射 
使 得 
{t4 (Dt, d= t)i, "e, (1—bt,, 


d (u, t) = V 21—t) (1—t1), }, 0<t<1, 


{一 tt 十 (I+D, , (1+t)t,,. . (1E) Ens 
-vV —2t(1+D At) —1=<t=<0, 


Hh u= (ti t2, e, tn) ESTL, 
几何 上 ， 对 ucs”, 0<t 
<l, dn (u,b) iE 5S+ 上 这 样 的 点 ， | ç" 
CE “IARE” tny 二 0 的 正 投 
KRA 分 4 至 po BJ i 2 t: 
(1—b;, 3W—1=<t1=0,d, (u ,t) JE Po 
dalt, 一 起 对 tapi SORI RA 
( 见 图 3.1) 。 
J&zk, idp: S"! x I — S" 
为 映射 ,使 得 dn G t= da, LC), 图 3.1 
ug S"™1, 及 LI>[ 一 1,1] 是 使 
1(0) 二 1，1(1) 二 一 1 的 线性 同 胚 映射 BA, dr AAE: 


i) 4, PUS (S"-1— (po)) x (0,7 |Æ S1- PoE» 同 
HÜB (S"'i— (po) X| 1)# St— (po) E, dafur y=, 
ug si; 


ii ) d BR (Snl1 x (0)) U (S?-1 x (1) U ((po) X DÆ po, 
现在 用 归纳 法 定义 pn F: n=l, fr 
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(21()—1, 2v U0) 1— 1600) ), 


1 
Pı =d (1, L = 0<t< 
(—21(0 —1, -2V -i6 (+I(0D), 


] 
x <t<1 . 


m n> @ 


pn tt2 tEn) =4, 《9n_1(t2yt3s， etn) stis 
ti stase, tn) € In, 


ADRIE EAT on 适合 命题 的 要 求 。】 

以 下 简 记 Pn 为 9 。 

命 M#(X,x0)={f#EXS" |f#: (SP, po)—>(X,xo0)}, mt(X, 
xo) 表示 MIX, xo) 中 就 映射 的 同 伦 关系 1* 二 g*: S", po) >X, 
xo) 所 分 成 的 同 谷类 的 集合 。 | 

命题 3.2 设 @:Mt1t(X,xo)—>M,(X,xo) 为 单 值 对 应 、 使 得 
对 于 f#*CE M3(X,xo0) ,Df#) =ftpE M,(X,x0)， 则 人 多 是 一 一 对 
水， 且 导 出 一 一 对 应 史 4: (XX,X0) 一 Xn (XX,Xo)。 

证 明 首先 it f#E M#(X,xoy, w f 二 BB(f#) 二 jf#p， 

《1) 8 的 在 上 性 。 对 任意 1E MX ,xo)， 则 由 
fet), — uES”— (Po), 
w=] 

Xos u= po 
给 出 映射 fe: (S”,po) > (CX xo ,使 得 1*9 二 f，f# 的 连续 性 是 因 
为 ， 对 任意 X 的 闭 子 集 M，f# (M)=of-1 (M); W fM) 在 
I" 中 是 闭 集 ， 即 为 紧 致 集 。 kofi MES HERRE, AZ 
C2) Ó 的 一 一 对 应 性 。 设 /#9 二 f= 二 g#p; (In 0In)— (X, 
Xo), flj g#€ MË(X, Xo). 24 uc Sn— (po), tho BERIE € 
v=p l (u) ET 一 01n， 知 fta) = foi ugt u, 而 
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F* (po) =9* (po) =xo, 
故 /# 二 g#。 总 之 ，/#->f 二 f#p 是 一 一 对 应 。 
Ik, ie Jt 1jg*C€ Mt(X,xo), f=f*p, g=g9*9. 
C3) 如 f*œ=g*: (S, po) > (X, xo), MAR 1.4, 显然 有 
fœg: (In, 0In)-= (X ,xo), 
(4) 如 f 二 g: (In 0719) 一 (Xxzo) K fe: (In 0In >= (X, 
x0)，tE1, 是 连接 f 至 9 的 同 伦 ， 则 由 式 


fx (9 1! (u) ) , ue Ssn— (po) , 
je =] 
xo, u=po tEI 


给 出 映射 族 至 :(S ,po) 一 (发 ,xo)， 是 连接 大 到 g# 的 同 伦 。 E 
对 Gu, 的 连续 性 证 靶 同 (1)。 
从 (3) 与 (4) 可 见 ，? 导出 一 一 对 应 : 
@,:mt(X,xo) >Z ,(X,xo), ER Pat] 一 ffg]。] 
按 钨 的 定义 ，f#->f 二 f*p， 显 然 知 
f (12) 二 xo， 当 且 仅 当 f#(S*) = xo; 
f (717) 二 xo， 当 且 仅 当 f#(St)=xo, 
定义 3.1 i S 51g*#] €z#(X, xo), 且 f#(S:) 二 Xo = 
gf (Si). A 
f*(u), u€ S:, 
g*(u), u€ S, 


则 h*€ M(X, xo), i 及 二 /# 十 9#。 定 义 
[f*] + [9#] = [h#] €z#(X,xo) , 

根据 命题 2.2， 对 任意 0# 与 愤 EA#( 针 ,x0)， 如 此 的 代表 觅 
j ft Ej g* 是 存在 的 ,进一步 有 

定理 5.5 (XX,x0) 就 上 述 运 算 “ 十 ”组 成 的 一 个 群 ， H. 
@,:m%(X,xo) An (X ,xo), 

证 明 根据 命题 3.2 及 定理 2.1， 只 须 指出 : 

设 a* 二 [f#] ,PB# 二 [g#] EAx#(X, xo), f#(S)—xo=g#(S7)., 


h* (u) = | 
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由 命题 2. 3， 有 Ds (o# 十 py) =@, [he] = [Ato] = [f*9] + [g*9] =: 
@,(a#) +, | 
以 后 zx#(XX,xo) 仍 记 作 5 (XX,x0)。 


附 记 I P, 是 由 映射 7: (1",6017) ->(S7,po) 导 出 的 ， 
那么 @, 与 9 的 选取 关系 如 何 ? 

设 映 射 9 和: (1*,601?) 一 (S*,po) 适 合 命题 3.1 中 9 的 性 质 
(1)，, 易 知 9' 亦 导 出 一 一 对 应 DBs (XXx0) 一 NXn (XX,X0)， 
n21, | 

如 果 1 0: (17,917?) 一 (S77,po)， 则 Bs 二 中,， 

根据 以 后 的 卫 $4，Xn(S”,po) 二 J (整数 加 群 ) ,映射 p' 
总 是 rn(o "po) 的 一 个 生成 元 的 代表 有 上 有 映 射 。 可 见 ， 如 果 9 AX 
p: (77,01")—>(S7,p0), Mf g —<—9%,, 


EDRR JH, HEB FREE; 
定理 535.4 34 n2>2, naX, ro EZAR. 
证 明 y r il (37 ,po) 一 (S7 po) 是 由 式 
r (tista, es tnt1) = (1,15, s tn 1, tn Costzr— 
taa Sintz, tn sin tt-+tL,41 COS tz) 
给 出 的 (旋转 ) 同 伦 。 知 
ri~ro~1sr, r/ (St) =S", r /(S*y=&S*, 
设 a# 二 [f#] ,Pp# 二 [g#] €z?(X,xo), f (S: =xo=g#(St), 
命 A*i (S. po) => (X, xo WREX.. W rS, 9 =g*, 
h#r ht#: (ST po)->(X,Xxo)。 R. 
gër (St) =xo=f*ri (Sm),  k*ri|Si=g*r] S:, 
h#r |S*—=f#r | S, 
K att p*= [h*]= [ktr] =8*+a*, ] 
设 ! :9"~>s” 是 反射 ， 即 


Lti 一) 
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知 Si =S, 1(S*) 二 S+, Lpo) =Po. 
命题 3.5 设 fi (S77,p0) 一 (XX,xo) 是 映射 ，n 宇 1， 则 [f] + 
[fj 二 0€EAs(X,x0)， 共 中 0 是 z (X ,xo) BJ 2836. 
证 明 不 妨 设 f(S") 二 xo。 全 9:(S7,po) 一 ( 半 ,xo)， 使 得 
g|3’?=f153, g|Sz=/fl|Sz:, 知 g=f +1l，gl=g, 
定义 49 :Vi->X 为 映射 ， 使 得 
g (=g (tita, t 1— + +E) ), 
u= (tE ta) EVH; 
及 F:i(SnxI,(pa) X7) 一 (X%,Xo) 为 有 映射， 使 得 
F(u,)=g9(po|+(—bu), ucs”, tEL 
易 见 g=0:(S”,po)>(X,xo), BB [F] +[fl] = 0. 1 


$4 基点 的 作用 

现在 ， 我 们 转 而 考虑 基点 xo 的 选择 ,对 同 伦 群 ra(X%,xo) 的 
影响 ， 

为 此 ， 先 作 一 些 准备 。 

引 理 4.1 设立 "与 Si 如 前 W YX(OD)US"” 1X1L 是 
NVnxI 的 收编 桶 - nl. 

证 明 & r:VnxI—NS7"x (0) Us"x7T， 使 


u 2—t . t 
(ET 2— aT) lu|z1—5 

r(u,t) = 
(z o), lul<1-— 


其 中 u= (t, , t2, ee bn) EV”, lul =V Et, 
儿 何 上 , 保 核 收缩 映射 7 i Err 中 由 点 A: (0,0,1,2) ME 
的 中 心 投 影 〈 见 图 4.1)。]】 


@ 收缩 核 概 念 等 见 L1]I 8 9， 
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NA BA. Bln 维 单 形 c" 及 边界 da" 来 
Ñ RE 7" 与 8 一 ， 引 理 成 立 ， 
| \ 下 面 我 们 引进 两 个 很 有 用 的 命题。 
| ` 命题 4.2 设 K 是 欧 氏 空间 中 的 有 限 
复 形 ， 工 是 其 闭 子 复 形 。 记 | 
J P =JK|xI, Q=|K|x (0) U |L| xZ, 
u 则 Q 是 的 收缩 楼 . 
I 证 明 对 下 所 含 单 形 的 个 数 w 作 归纳 
法 : 
o EEm=1, KI 4 Ti HR, A 
显然。 
S 现 设 严 >1 。 若 天 的 维 数 为 0 ， 命 是 
Ë 4.1 亦 显然 。 若 设 天 的 维 数 > 0 ， 不 妨 设 工 羡 
K. j o" 为 K 一 工 中 维 数 最 高 的 一 个 单 
Jë, K'=K—c"n", = |K'| x1, Q'= |K'| x (0)U [LI x I, 


pp OOKO). 知 Q 二 Q’U (o7x (0)). 

由 归纳 法 假设 及 引 理 4.1， 存在 保 核 收缩 映射 +':P' 一 8”， 
r:o" yx I—cnx (0) Ugo! x I, 

于 是 今 Tr1:P->P1，ra:PI1 一 Q， 且 分 别 由 下 式 


u, uE Pis 
rı (u) =1 
r” (u), uCGonxl, 


uEP’, 


r'(u), 
fo (u) =ù 
° u, u€ o"nx (0) 


给 出 ， 则 ?二 rz71 i PQ 为 保 核 收缩 映射 ，】 

命题 4.3 (向 伦 扩 充 性 质 )” 设 K 与 虐 如 命题 4.2， 关 是 任意 
拓扑 空间 。 设 有 映射 /: |K| 一 XX 及 (部 分 ) 同 伦 H: L| xIx, 
IO&RIŠIGCG,)=(|LGuc |L| , 则 存在 从 了 到 了 REH jK] 


re a pe R ee OP — ss 
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xI—X, E H ut) =H (ut)， u€|L|,;k 8 f’ H| |L|x (1) 
的 扩充 映射 ，|K| 一 XX， 
证 明 记 多 面体 P 与 Q 及 收缩 映射 + 等 如 命题 4.2。 今 万 : 
XER, EA 
— fu), (u,t) € |K| x (0), 
H (u,b) = | 
H(u,), (u,) € |L| xI, 
M H —=Hr: IK| x I— X 38k 0918108. 1 
此 命题 ， 通 常 称 为 有 限 复 形 偶 ( 无 , 工 )， 有 具有 (绝对 ) 同 伦 扩 
充 性 质 。 
本 节 下 面 假定 X 是 路 径 连 通 宅 间 ，xo 和 xl EX。 
记 AX ,xzo,xl ) 为 映射 集合 
(X,xo,X1) O O (5 folo: (d, (0),(1))—>(X ,Xo,x1)} 


按 同 伦 关系 0 二 0 和 (1, (0) , (DD) (X, xo, xi) 所 分 成 的 同 伦 类 
的 集合 。 

根据 同 伦 扩充 性 质 ， 有 如 下 了 个 结论 ， 

(1) 2 f€ M%(X ,xo), 0: (1,(0) (1)) 一 (XX,xo,X1) 为 映 
射 。 则 有 T EMEX, x), RASAT DARF: xI >X, 
{E F (po, D =0 t), tE. 

事实 上 ， 取 | 天 | =S", [L| =po H=0 MRH). 1 

(2) i f=g: (S, po > (X, xo), f'=g9': (S, Po) > (X , 
xi); X iZ OO7:(7 (0), ()— (X ,Xo,X1), 及 从 fj 到 Ff 的 同 
伦 下 :Sm"x1> 针 ， 使 得 Ff (p, 二 0 (t)，tE1。 则 存在 连接 g 至 
9' 的 同 伦 G :S"xI—X, (EG G (po, =o 6), IEL 

事实 上 , 取 | 

IK| =S" x I, |L] =S" x (0) U S” X (1) U (Po) XI. 
MRS F: |K| —X E G82y) JE H: [L] x1>X， 共 中 HI(S” 
x(0) x1:f=g, H|(Sn x(1) x1:f!=g', H (po) XD xI: c= 
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和" 。 运 用 命题 4.3， 存 在 映射 C:S"x >X, X HIL x (1) 的 扩 
_ 充 ， 亦 是 连接 9 至 9 ' 的 同 伦 ， 且 Glpo,t)=0'(t), tE ] 

(3) 设 1 与 1' EM#(X,xo), g==o;:(1,9D — (X ,xo), 
e EERI, X e F:S"xI- XW f 至 1' 的 同 伦 ， 且 使 得 
Flpo,d)=o(t), tE1, 则 f=f':(S7,po) > (X ,xo), 

事实 上 ， 在 结论 (2) 中 取 g= f, g'=f', x1 二 +0，0' 二 c H 
得 结论 (3)，]】 

C4) iZ J 35 g€ ME(X ,xo), f'œ=g': (S°, po)—> (Xx), 
aœ: (1, (0), (1)) 一 (X,xo,x1); 又 设 PiS”"x1->X 是 连接 
EF WR, EF o, D50), t€ 1, G:Sn xI—> X 是 连接 
9 至 9g' 的 同 伦 ， 使 得 G(po 斩 三 aa 4), tE W 

f==g:(Sn po) —> (X ,xo), 

事实 上 ， 由 结论 (2)， 不 妨 设 0=0', f'=g', 

A&G: Sxi X Ahi, EB G Gb =GG,1—b5 RH :S" 
X11-> 半 为 映射 ， 使 得 


p72 , << 


H (u, t= 
lGa u-n, F<t<1. 


a H| (po) xI==ce: (1,01) 一 (X ,x0), 由 结论 (3 ) 即 得 结论 (4) .】 

有 了 上 壕 准 备 ， 我 们 来 考虑 路 径 连通 空间 X 中 不 同 基点 处 同 
伦 群 的 关系 。 

定义 4.1 设 a'=[f!'] €z,(X,x,), £= [c] EX(X, xo, 
xi)。 优 照 结论 (1 ) ,对 于 f' EM#(XX,x1) 与 0, 存 在 JEM#(X， 
xo) REH SES EEF:S”xI—>X, tE Fo, t) =0 (D , t€ T, 
TE, f a=ë,la) = [S] Enn (XX,xo)， 得 到 单 值 对 应 

£ Im (X ,Xn (X ,xo), 

BE (9 ) 仅 与 0， 上 “有关 ， 而 与 其 代表 有 映射 f' 与 0 的 选取 无 关 
〈 由 结论 (4)) ， 
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进一步 ， 还 有 
Ca) 的 在 上 性 ， 由 结论 (1 ) 立 即 得 到 ;， ° 
(b) Z, 的 一 一 对 应 性 ， 仿 照 结 论 (4 ) 立即 得 到 ; 
(Ce) Z, EREA: 设 of =[/!] €z, (X ,x,), Z, (a!) = 
[Fl ES] RE f, z f! 的 同 伦 F. :Snx I>X, F, (po, D) 
=c (D, t€ I, 其 中 1 二 1,2。 
取 zl 一 ra 一 fn: (5S7,po) 一 (S77,po)， 使 得 
rt1(S") 二 po 二 Ts (S3) ( 见 命题 2.2)。 
A F S" x I— X B. iH A: 
F, G 600.0, u€sS:, t€ 1, 
Fau,t) =j 
lF, (rs (u) D, uc Sri, tEI 
给 出 的 映射 ， 它 是 连接 firi+ for 至 fir i+ fir WAE, H 
F(po, =c (b) , t€ I， 因此 有 
Ea Af Ha) =E [fr ASit] = {fiti tft] 
= [fiti] + [F212] =Z, (0f) +Z, (08), 
由 此 ， 我 们 证 明了 下 面 的 定理 。 
定理 4.4 设 X 是 路 径 连 通 空间 ， 对 任意 xo 与 x1 EX， 
EA(X, Xos Xi1), 按 定义 4.1， 有 
tx:Tn(X, X1) Xn(X, Xo)e ] 


Hi 当 闪 是 路 径 连 通 空 间 ， 作 为 不 依 顿 于 基点 的 抽象 
HENO, n21, BRAX n 维 同 伦 群 。 


一 般 地 ， 如 X 不 是 路 径 连通 的 ， 定 理 表 明 ， 只 要 xo 5 x, 属 
TX 的 同一 路 径 分 支 ， A x, X, X1) =T, (X, xo) ,n21; Hén 
Xo 是 包含 Xo 的 X 的 路 径 分 支 ， J| z, (X, Xo) =AXn (Xo, Xo)» 
?之 1。 


22 Z E $ EA 
如 图 4. 2,5 X =S U (x,), 


S! 
Xa BR aX, x1) =0, mX, 
| n OT ASD. 这 个 例子 ， 
表明 ， 当 xo 与 x, 不 属于 同一 
路 径 分 支 时 ， 其 同 伦 群 一 般 无 
_ 什么 关系 可 车 。 


定义 4.2 设 T 与 是 抽 
RE, CARARE. 如 果 对 任意 EX, 给 出 了 上 自 同 态 fir, 
HF a t BEE, Æ Eslab) =E El BEATER: 

C1) HFE 5 ncx, Z (Nx(0)) = (EN) (a), aE 2, 

《2) 设 :Ez 是 单位 元 ， 对 任意 4E€E2，ix (a)=a, 
则 称 区 是 上 的 运算 群 . 

实际 上 ， 由 性 质 (1 ) 5 (2), £€ z SH Z EARR. 

例如 ， 设 了 为 一 个 群 ， 对 任意 f 与 4€2， r tx (9) 二 tat 1 
C2. RAR, Z Etu BudJE3u Fw a-a] 的 至 体 组 成 的 内 自 同 
构 群 是 了 上 的 运算 群 。 
”定理 4.5 基本 群 (X,xo) ERER nAn, 上 的 运算 
RE FFIR, IIF EEn (X, Xo), Exin (X, xo == (X,t 是 
mi (X,xo) 上 的 内 自 同 构 。 

证 明 首先 ， 在 定理 4.4 中 ， 取 2 一 xo， 对 于 才 ETI(， 
Xo)， 有 :Tn(XX,X0) =7TT(X ,xo), n21, H. 

C1) W ë=[0], n=[0'] €z (X, x0), a=[/f”] € z, (X, 
xo), XE o Bj o: (I, 3i —>(X,Xo), S EMX, Xo), A £.n 
=[r], rh r:(T,9DI 一 (xzo) 是 映射 ， 使 得 


o (24) , O< t < 
tr(t)= . 
Lo’ (2t—1), -< t <1, 


EOS WAERN A 的 同 伦 F:S"xI—X, 


Te E a E — aaa e maA - 
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IE F(po,t =0' 0, EL; # E&A DU] WAE IAr 
Hi G:S"xI-—X, E Gpo, t) =0 t), t€ I, 
FÆ, mH:S"xI >X 为 下 式 
G (u, 2t), 0< t < 
H (u,t) = . 
F(u,2t—1), <: < 


给 出 的 映射 ， 它 是 连接 f 到 f” 的 同 伦 , H H (po, =t), tE, 
故 
En) = [r] D = [f] =š+ (n, a). 

(2) i= [e] Æ m (X, ro RRE, e (T) 三 xo 是 常 值 映 
射 ， 易 见 ix (9) 二 a。 

AZ, M(X, to) Æ Tr X, xo ERZAR, n=l, 

Rek, iZ č= [o], a=[f'] Ex (X,xo), iE č% = [f]. 
Kit F:SIx I—X 是 连接 f 至 f' HRERS, Fo, d) =0 (t), 
tCI, Zek HTX, T0 =c (1—b Rki p—s xI, 
使 得 p(t t2) = (0 (t) ,ia)， 其 中 9%1 见 命题 3.1， 

ig H:(IxI, (0) XT，(1) x 了 有) 一 (12, (4),(5)) 为 映射 ， 使 


#H Ixo 二 14,H11x (D 是 将 | 0， yh | H, yh É ， 1] 
分 别 线 性 映射 至 线 节 ab, be 与 cd (WE 4.3) 。 则 合成 映射 G= 
FoH:(IxI, 9Ix D) >(X,xo), 使 得 
G |Ix (0) =/, b(0,1) c(1,1) 
G|[x (l) =(c+ f'@) + c, 
iko “(Í (a)=š/a l. 

附 记 一般 地 ,对 于 Xo、X1、 
x€ X, E= [0] EA(X, xo,x1), 
n=[t] E (X ,xi,Xx2), P| E X: 
£. n=[o+t]€x(X, xp, X2); 


a(0,0) I d(1,0) 
图 4.3 
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Fl1=[G]Czx(X,x,,xo), ho (=c (1—b, t€ I. 

易 见 ， 此 定义 与 代表 映射 0 ,7 的 选取 无 关 ， HALE 
有 性 质 ， 

(1) £€x(X,xo,x) NENX ,XI ,x72) CET(X, X, 
x3), W 

(č en) bE (n. č); 

Gi) G€ x,(X,x,), M| (EN) y (0) =E (G)); 

Gii) E- £ l=iíiCxi(X, xo) 是 其 单位 元 ,， 且 对 任意 
a€mx,(X,xo), (Z+ £ l) | (G)= (a), 
eese (复习 题 ) 。 


定义 4,5 路 径 连 通 空间 X 称 为 n- 单 式 的 ， 如 果 对 于 任意 
EAX, Xo) An(X,L0) An( 半 ,Xo0) (ZI 是 恒 同 同 构 。 

在 路 从 连通 空间 X 中 ，?- 单 式 的 定义 与 基点 xo € X 的 选取 
无 关 。 这 是 因为 : EXE xo 处 是 n- 单 式 的 . WAF E Em (X, 
x) K a'€x,(X,x), #fnC€zx(X, xo, Xx1), 使 得 a=n, (9 ) € 
m (X ,xo) R ESNE sn En, (X, xo). 24 Nali). 
£, nl) =E Oaa) 二 7x(4')。 于 是 因 n] 是 同 构 ， 
ik ia (05a, MAE x; 处 亦 是 2- 单 式 的 。 


例 4.1 路 径 连 通 宏 间 关 称 为 单 连通 的 ， 如 果 zl (X) 是 
单位 元 群 ORE XT1(X) 二 0)。 显 然 ， 单 连通 宏 间 XX 是 7- 单 
式 的 ，n 二 1。 

例 4.2 设 A,(X，xo) 二 0， 则 是 7- 单 式 的 ， 


作为 定理 4.5 的 应 用 ， 有 

命题 4.6 ”路 径 连 通 窗 问 X 是 1- 第 式 的 ， 当 且 仅 当 ，T1(X%， 
xo) 是 交换 群 。 

证 明 六 是 1- 单 式 的 , 当 且 仅 当 ,对 任意 名 5 n€ m, X, Xo), 
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A Ex) =n, BME-n. F l=n, MEZ, É. n=n. ë] 

命题 1.7 ”路 径 连 通 空间 X 是 n- 式 的 ， 当 且 仅 当 ， 对 任意 

x) x EX, RESE EAX, 0,21), A 
£, =£: m (X,x y)==m (X ,xo), 

证 明 分 两 步 。 

必要 性 设 aErn(X,xz)。 因 二 1 E Em X, x1), n 
(El. E')a (a) =a) W Eala) =E ((Z 71.2) | (G87))= (Ç + 1。 
E')a (a) =E"), HI E= ëk. 

KA M x =xo, == [6]。 按 照 假设 及 定理 4.5, An 
£, Ak r (X xo) 上 的 恒 同 同 构 ， 即 六 为 n- 单 式 的 。】 

定理 4.8 ”路径 连通 空间 XX 是 1- 单 式 的 ， 当 且 仅 当 ， 对 任意 
x € X, K f=g:S"—X, I f (po) =xo=9(po), Mi 

f=sg:(S"*,po) >(X,xo), 

证 明 ”必要 性 jeF:S"xI—X 是 连接 f 至 9 的 同 伦 j 
oid, (0), (1))—>(X,X0,%0), (E 4 oG =F(po, t), tEI K 
E= [0] Ex, (XX,x0)。 因 关 是 m- 单 式 的 ， 故 [9] =; [g] = [f], 8 

f=9:(S",p0) >(X,xo), 

充分 性 HEEN X, Xo) A a= [g] €z,(X,xo) ib” Í (9) 二 
[f], ME f=g:S"—X, 按照 假设 [/]=[9]; W°, (2) 二 0。 
即兴 是 2?- 单 式 的 。】 

推论 4.9 设 路 径 连通 空间 X 是 nA 式 的 . 则 对 于 任意 xo C 
X, RA S SX 总 决定 Fa(X,xo) 中 崔 一 的 元 素 a= S], E 
aff SX, 

证 明 记 f'(po) 二 x1。 由 前 述 结论 (1)， 如 此 的 0 二 [及 是 
存在 的 。 至 于 唯一 性 ， 根 据 定理 4.8 是 显然 成 立 的 。】 

BEZ, Enn Xp, kit SX h h) 同 伦 
类 集合 与 相对 于 基点 的 同 伦 类 集合 rn(%,xo) 是 一 一 对 应 的 。 


例 4,3 S"(m2>1) HRA nl EnA, HA S” 


25 Ú 伦 论 * s 
是 单 连 通 的 。 
事实 上 ， 对 上方 (S1,po) 一 (3S" ,po)， 利 用 单纯 逼近 法 中 ， 
有 单纯 映射 了:(S1,po) 一 (S", po)， 使 f=/f':(Sl, po)—> 
(S",po)。 而 由 于 f'(S1) 5" 一 (Xx0)，XoE€S"，Xxo 太 po, 及 
S" 一 (x0) 与 可 缩 空 间 E" EAE, ik œe: (S1, po) —>(S", po). 
S1 是 7n- 单 式 的 ， 见 练习 题 17， 非 4- 单 式 安 间 的 简 例 见 
练习 题 18。 


$55 相对 同 伦 群 

设 A4 是 拓扑 衬 间 六 的 子 实 间 ，xo€4， 按 82 的 方法 ， 对 
n=l, ARER ran(X,xo) 与 Xn(4,x0), 那么 它们 的 关系 如 何 ? 

类 似 于 同调 论 中 的 考虑 ， 我 们 将 对 拓扑 空间 偶 (X，4) 引 入 
同 伦 群 ， 这 便 是 本 节 将 介绍 的 相对 同 伦 群 ra(X,4,xo), n22, 

关于 相对 同 伦 群 的 定义 、 交 替 描 述 、 基 点 的 作用 等 是 与 8$ 2， 
8 3，8 4 的 讨论 平行 的 。 因 此 , 我 们 在 叙述 时 略 去 了 许多 细节 ， 
供 读 者 复习 补充 。 相 对 同 伦 群 的 系统 综合 捞 述 ， 最 初 见于 1947 年 
胡 直 横 的 交 章 [21] ， 同 伦 群 理论 的 初期 发 展 情 况 介绍 ， 也 可 在 这 
篇 文章 中 看 到 ， 

1。 定义 

我 们 用 记号 II ={0 ta; stn) € I" |ti,=0) S97" 作为 1 
HDE n>] = 有 二 7 六， 即 为 六 的 其 诸 面 的 集合 和 余 。 

易 见 Dr 一 2 一 1 uJj"-1, Əl*-1—In"-1 nJ”, 

定义 5.1 设 (X, A) 是 拓扑 空间 偶 ，xoE A, n22, f 
M,(X, A, £o) 二 {FIf: (1",1"-1,J"-1)->(X,4,xo) 是 映射 }， 
及 m (X,A,xo) 3828 M, (X, A,xo) 中 就 映射 的 同 伦 关 系 f==g: 
("I*J X, A,x) 所 分 成 的 同 伦 集 合 ， 我 们 在 Xn X, 
A,xo) 中 引 和 运算 “+”， .i 
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设 a=[f], ñ=[g] Era(X% A, x0). Æ% a+AB= [f+g] € 
Xn( 关 ,4A,x0)， 其 中 f+g LE 2.1, £# BL a+B 5 a,B 的 代表 
映射 f ，9 的 选取 无 关 。 

定理 5,1 34 n22,zm, (X, A, xzo) 就 上 述 运 算 “ 士 ? 组 成 一 个 
群 ， 称 为 空间 偶 X, 4A) 在 基点 xo 处 的 第 n 个 (或 称 n 维 ) 相 
对 同 伦 群 ，】 

特别 地 ，A 二 {xo}，Xn(X,A,xo0) 二 AX,(X,X0)。 


2, ZE 
RENI=(0Ə t. 10 EV r> AEP o) 球体 ， 
:二 {tz ,tn) EV '|t,<0)3y FP EE) 球体 。 

易 见 VV'=VIU VY VI=YINY’, 

命题 5.2 n2, PERI Y" >V’, E 

C1) Y(J*-!)=pos 

(2) Yd Prol W 8 EVS L, 将 1"-! 一 
91"-! 同 胚 映射 至 ST (Po) E; 

(3) UDSV}, Pdi =V. ] 

fr M#(X,A,xo) 二 {f#|/#: 07", S"! po) >(X,A, xo) 是 
映射 }】 及 n#X,A, xo Ra MX, A, xo) 中 就 映射 的 同 伦 关 系 
j# 一 0#:(V"S" 1,po)-( 和 ,人 ,xzo) 所 分 成 的 同 伦 类 的 集合 。 

命题 5.3 设 :M#(X,4,xo0) >M,(X,A,xo) 为 单 值 对 应 ， 
使 得 对 于 f*#E Mt(X,A,xo), AEU =f#pC M,(X,A,xo). 
则 更 是 一 一 对 应 ， 且 导出 一 一 对 应 P :mt (X, A, xo) >Z. (X, 
A,xo)，n 之 2， 使 得 

HFa = [f#] En#(X,A,xo)， 有 (2) 二 [/*y]。】 

定义 5.2 设 [fs] 5 [g*#] € nt(X,A,xo), 且 f#(V')=xo= 
g*(Ñ1), n2, ñ J HIF =h*EME(X,A, xo), E 
f* (u), u€ v;, 


h*# (u) =í 
g* (u), LEYV-。 
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于 是 我 们 定义 [/*] 十 19*] 二 [h#] EA#(XX,A,xo)， 上 述 性 质 的 代 
RRA S 与 g* 是 存在 的 。 因 为 ， 如 4 二 x(a')，P=Wx(B')， 
仿照 命题 2.2，4 与 6 分 别 存在 代表 映射 与 9， 使 1(13) 二 Xo 二 
9(11)。 此 时 与 、9 相应 的 映射 成 、g*, 便 有 
j#(V7) 二 xo 二 9+(V1) 。 

定理 5.4 4 n>2, n#(X,A, so k bii 运算 “+” 组 成 一 
A, BP. :zmt(X,.,A,xo)y==2 (X,A,.xo). ] 

利用 定理 3.4 中 的 旋转 同 伦 o ARA 

定理 5.5 4 n2>3, m,(X,A,xo) EZF. 1 


附 记 1， 以 后 AEX, A, x0) 仍 记 作 Xn(X,A,xo)。 当 
?二 2，T2(% ,4,xo) 一 般 不 是 交换 群 。 

附 记 2， 设 ':1" 一 VV" 是 适合 命题 5.2 中 性 质 (1) 
与 (2) 的 了 肌 射 。 易 见 它 也 导出 一 一 对 应 到 和: $t (X, A, so) 
并 ,(X ,4,xo)， 且 因 工 , (YY S": po =A 87K I.§4), 
知 当 P'ap, DIA J, S" l po) hF, Y= 
Va GVRP ,TD) (Ñ, S'- l. po) FF, Y4 
=— Fk. 

附 记 3。 当 A={x0}, Ya i a$ (X, (xo) xo) =Z, (X, 
(xo), to). "SA ER An X, xo) 有 另 一 种 描述 方式 ， 以 
映射 (VYV"，S"-1) 一 ( 革 ，x0) 的 集合 及 其 同 伦 类 替代 M,(X， 
x0) 等 。 有 了 时 会 用 到 这 种 描述 。 


3. 基点 的 作用 

拓扑 空间 偶 (X，4 ) 称 为 路 径 连 通 的 ， 如 果 所 与 4 均 是 路 径 

定义 5.5 变 (X，4) 是 路 径 连 通 的 ，xo 与 x1€4。 任 给 
a'=[fF'] Em, (X, A,x), X p F'EMË(X, A, x1), K š = 
[o] EZ(A, xo, xy) .由 于 存在 映射 F: ('x1I,S"" lx D— (X, 
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Ay, ##FIV"'x (J) =f’, Fipo, D =o (b, t€ T, 我 们 定义 
£ (a'—a= [f] Ex (X,A,xo), Hh f =F FZ*> (0, 
事实 上 , 运用 同 伦 扩充 性 质 (命题 4.3) ， 有 同 伦 互 :987 xi- 
A, HS 1x0)=/f'|S"” 1. HG(po,b =c(5, t€ I, WAR 
EI Je E R, MAE Ë Bë F (JO K =V" xI, | L |= 
YY"Xx (1)US" x, HAREE). l 
易 见 2 二 Sx (2 ) 仅 与 同 伦 类 4 mE 836, BRRR Aa 
EREK. FÆRI A Exi nX, A, x) 
n, (X, A, Xo). 
同样 地 ， 重 复 运用 命题 4.3 ， 可 以 证 明 下 述 定理 . 
定理 5.6 设 (X，4) 是 路 径 连 通 的 。 对 任意 xo 与 1 € 4， 给 
Æ ČETA, xo, x), M| Z, : A, (X, A, )== z, (X, A, xo) 
n2>2. ] 
定理 5.7 基本 群 Xi (A，xo) 是 相对 同 伦 群 m (X, A, xo) 
(n > 2 ) 上 的 运算 群 。] 
定义 5.4 路 径 连 通 的 空间 偶 (X，4) 称 为 n-A R 的 ， 如 果 
对 任意 上 ET (A, xo), SiT, (X, A, xo)==m,(X, A, xo) 均 
为 恒 同 同 构 。 
n- 单 式 这 个 概念 与 基点 xo € 4 的 选取 无 关 。 
定理 5.8 路 径 连 通 的 空间 偶 (X, A) 是 n- 单 式 的 ， 当 上 且 
仅 当 ， 对 任意 XoE4， 如 果 f 二 g:(V',S" 1) 一 (X，4)， 
f(po)=xo=9(p0)。 则 ff 二 9: (VY',S"-!1, po)—>(X,A, xo), ] 
推论 5.9 (X, A) 是 o- 单 式 的 ， 则 对 任意 xo€4A4， pk 
HO, SX, AARET, (X, A, xzo) 中 的 唯一 的 
元 素 o= [ 门 ， 使 /二 六:(Y S*-1)—> (X, Á), 1] 


附 记 1。 当 4 ={xo} 有 时, mi (A,xo) =0 EET, (X,A, 
zo) =m, (XX ，xo) 上 的 运算 作用 是 平凡 的 。 可见 定 理 5.7 不 
能 妈 认 为 是 定理 4.5 的 简单 推 广 。 
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附 记 2。 mi (4, xo) 在 To(X, A, xo) 上 的 运算 作用 见 命 
题 7.7.， 
附 记 3。 对 路 径 连 遂 的 空间 偶 ( 关 ，4 )， 作 为 不 傅 顿 于 
基点 xo € 4 的 抽象 群 z. (X, A), n=2, RAZBA, A) 
É n 维 相 对 同 伦 群 。 


8$6 同 伦 群 的 伦 型 不 变性 


同 伦 群 (包括 相对 同 伦 群 ) 这 一 代数 对 象 在 拓扑 中 占 着 重要 地 
位 的 一 个 原因 ， 是 由 于 它 是 拓扑 空间 (空间 偶 ) 的 拓扑 性 质 ， 即 同 
EBZK (空间 偶 ) 共有 同 构 的 各 维 同 伦 群 (4 相 对 同 伦 群 ) ,事实 上 ， 
”与 多 面体 的 同调 群 等 一 样 ， 它 还 是 伦 型 不 变量 。 

本 节 讨 诊 的 空间 与 空间 偶 都 假定 是 路 径 连 通 的 。 

定义 6.1 ZA (X, A) 5 (Y, B) 称 为 同 伦 等 价 的 
《具有 相同 伦 型 ) ， 如 果 在 在 映射 X(X%，4) 一 (YY， 了 ) 及 
0:(Y, B)=>(X, A), f# 01cxz,a : (X, A >X, A K 
X91 cy, 8B) : (Y, B jy—> (Y, B), EL lexa s lee 分 别 
(X, A)J5C0Y, B) 上 恒 同上 映射。 此 时 X 称 为 从 (X，4) 到 
(Y, B)BJ — TJ fff (映射 ), 9 称 为 Xx 的 一 个 同 伦 道 ， 并 记 
xX:(X, A)=(Y, B). 

易 见 ， 空 间 偶 的 同 伦 等 价 是 一 个 等 价 关系 。 

定义 6.2 iZ%ex: (X, A)>(Y, B) ÆJ, xo € 4， 
Vo=X(x0) € B, 对 0o=[f] €z,(X, A, xo), f: (V*, S ""1, 
po)>(X,A,xo), h x<(a)= [xf] Ex, (Y,B,yo) . 则 定义 了 同 态 

X<! (X, A, Xo >n, (Y,B, Y0) n> 2, 

事实 上 ， 

(1) x 的 定义 与 4 的 代表 映射 的 选取 无 关 ( 命 题 1.4)。 

(2) 对 a 二 [f*] 与 BP 二 [9g*] Em, (X, A, £o), f*(V')= 
xo 二 9g# (V3). MW 
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xx (a+b) = y=[f* + g*] = [x ( f* + g* )] 
= [xf*+xg*] =x# (2) 十 Xe (有 ) 。 

进一步 ， 有 

命题 6.1 j2Zx:(X,A)—>(Y,B)y,9:(Y ,B)y—>(Z, G) 
是 两 个 映射 ，xoE A, yo=x(xo), Zo=8 (Vo). M 

(OX) = OX Nn (X, A, xo) Tn (Z,C, z), n>2, 

证 明 ”由 定义 6.2 此 命题 显然 成 立 ，】 

命题 6.2 iZ x=x'1(X,A)—> (Y, B), xo€E A, yo=X(xo)> 
y? 二 XxX' 0), MA EEB, Yo, YDER 

EX = Xk 1 (X, A, xo)>z (Y, B, Yo), n2, 

其 中 Ea 见 定理 5.6, 

证 明 jeF:(Xx1, Ax 1)—(Y, B) Æ Mx $| x' 的 同 
fk. oid, (0), (1)) 一 (Y, Yo, Yi), #Ëc(t=F(wo, t), 
t€ I, Wa=([/l€x,(X, A, xo), fiC", SI, po) 一 
(X,A,xo), #tx<K(a)= [xf] , xš(ay= [x 7], 

m H:(J"xl, Si xD —(Y,By 为 映射 ， 使 H(u,t)= 
Fu), D, u EJ", CT, 知 卫 是 连接 xf 到 x'f 的 同 伦 ， 
HB H(pt=o(, t€ 1. BEN 5.3, # 

Xx(0) = (x4(0))= (Ë xX4) (a), ] 
推论 6.3 i£ xœ=x': (X, Á, xo)=> (Y, B, yo), ! 
X= X4 Ta X, A, xo) >n, (Y, B, Yo), n22, 

证 明 sepo: T, QD (Y, yo) 是 常 值 映射 ， 知 E= [o] € 
Fl (Y, YDER AM, SHEAR. 1 

定理 6.4 设 Xx:( 头 ，A) 一 (Y,B) 是 同 伦 等 价 映射 ， 则 x: 
m (X, A, xo)==z,(Y, B, Yo), nZ2, xoE A, yo=x(xo), 

证 明 je 0:(Y, B)> (X, A) A x BJ F] f 38, 因为 0X 二 
le, o: (X, A)>(X, A), X0—1.,>=a Í: (Y, B)> (Y, B), 
记 xf{ = (0X) (xo) =0 (yo), y5= (X0) (yo) 二 Xx(x1) 。 由 命题 6.2， 
WAE EXCA,xo,x1)，nEA(B,yo,y1)， 使 (0X) = atl, oks 
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F (XO) =I e le, py#， 其 中 lx, ow le, pe 是 恒 同 同 构 。 
于 是 0xXx 一 (0X)#*:Tn(X A,xo) nn (X,A,x!) ， 
X49 = 0) :xm (Y ,B,yo)==z (Y ,B yt), 
这 里 xsi x THRE AX, A, xi) nnl Y, B, yi), n22, 
故 0,:m Y, B, Yo) 守 X,(X，A，x!)。 因 之 亦 有 
Xx Tn X, A, X20) =nn(Y,B, Yo); n>2. ] 
以 上 是 空间 偶 的 情形 ， 与 此 类 似 ， 有 
定义 6.2′ jD XXY Æ A, x€ X, Yo=x(xo) , XF 
a=[f] €x, (X, xo), fi (S*, po)—>(X,xo), h x< (G) = [xf] € 
Xn(Y，yo)。 则 定义 了 固态 x<; aÍ (X,xío)—>m (Y, go), n 2 1。 
命题 6.1” XXY, 0: Y—>Z 是 两 个 映射 ， xo € A, 
yo 二 XxX(xo)，2z0 三 9(yo)， 别 
(OX) = Oxx Tn (XX,Xo— m (Z, 20), n=l. ] 
命题 6.2” i x=x': X—Y, x€A, go=x(xo), Z! 二 
X (Xo). MA SETY, Yos Yi), 使 和 一 XI T, (X ,xo) — 
X (Y, go), n> 1， 其 中 二 见 定理 4.4。]】 
推论 6.3' ič x=x': (X, xo)— (Y, Yo), MI 
X*= X4 An (X, xo)—>JT (Y, yo), Nl, ] 
定理 6.4” 设 X: XY EMEF irkit, ro € X, yo = 
XC(xo)， 则 Xx: 7Tn(X，xo)=:Tn(Y Yo); NSl. ] 
所 有 这 些 命题 与 定理 的 证 明 ， 都 留 给 读者 自己 去 完成 。 ( 复 
习题 。) 


n>2, 


$7. ESANAZ 


设 4 是 XX 的 子 空间 ， 由 同 伦 群 za(X) 5 z CA), nel 
及 m (X, A), n> 2 #HpKIJ EG 2272 X, A 
本 性 质 之 一 。 在 同 伦 群 的 计算 中 ， 同 伦 叙 列 也 是 重要 的 工具 。 读 
者 在 阅读 本 节 时 ， 可 参照 [1 ] V ,8$ 4， 却 有 限 复 形 偶 (K , 工 ) 的 
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EARRA 
定义 7.1 RARR, AM EREM, x C A. Fik 
氢 列 (S ) 称 为 (X《，4) 在 基点 xo AARS: 


d i d 
mST p (A, xo Sn (X, so m (X ,A,xo) 5 
1 
Zm, 1 (A ,xo) — = 
(S) 


3r, (X,A, xo) >r] (A ;, xo) m, (X, xo)” 


Ti (X,A, X.) 一 0 


其 中 a (X, A, xo) 是 指 M*(X, A, xo) 中 就 映射 同 伦 关系 
f 二 9 :(Y1，S0，(1)) 一 (X，A，xo) 所 分 成 的 同 伦 类 集合 ( 注 
意 一 般 不 是 群 ) 。 

(S) PRAAK in BEREARI ARAR d, 的 定义 如 
下 C1) iç J ESI i:AC X J Jš g X 6.2' 导出 的 同 
态 i lm (A, xo)—>X,(X, xo) n> 1; (2) 71* 是 包含 映射 
j :(X, zo) —>(X, A) BOB EX 6.2 SH F E 7x:7n(X， 
ro) >Z (X, A, xo), n 22, 当 n 二 1， jx 是 单 值 对 应 : 
m (X, xo) >A1 (X,A,xo); (3) 对 0 =[fl1]€x,(X,A, xo), 
n> 2, f: (7, S7, Po) > (X, A, xo), @ dx(0) 二 
[jl8*- Er li(4，xo)。 易 见 4:(o) 与 a 的 代表 映射 了 的 选取 
无 关 ， 且 d, ERB: nX, A, xo) >T,  (A,xo), n> 2. 

定理 7.1 路 径 连 通 的 宏 间 偶 (X，4) 在 任 一 基点 xo € À ht 
的 同 伦 叙 列 (S ) 是 正 合 的 。 

在 证 明之 前 ， 我 们 先 氢 述 几 个 有 用 的 引 理 。 | 

引 理 7,2 设 /:S" X 是 上 映射, n2>1, 则 下 述 的 条 件 是 
等 价 的 : 

(1) f=ec:(S"-1, po) —>(X, xo) ,0 常 值 映射 (下 同 ); 

(2) f=c:S""1— X; 


34 B 伦 论 # Hh 


C3) /可 扩充 为 映射 户 :V"->X。 

证 明 (1) > (2) 显然 ; 

《2) 之 (3) 由 同 伦 扩 充 性 质 即 得 ; 

C3) SG) 命 Ft)= ftpot (Ib) ,ES',tEl, 
J| F:(S*'xI, (po) XD) + (X, xo) 是 连接 f Æ c 的 同 伦 。( 见 命 
题 3.5 的 证 明 )】 

引 理 7.5 i a=[f] Et, (X, A, x0), B. f ==f': (AÇ, St, 
Po) >(X,A,xo), HPI (VSA, nèl, M| e=0, 

证 明 f FCV", S”! po —>(X,A, xo) ZEI AET F (u, t) 
=f'(tp+ DW LET EL, W f =0:(7", S, po) —> 
(X,A,xo), x o= [= [e]=0.] 

5138 7.4 ië a=[f] Enn(X,X0) ,fi C7", 8t) —>(X,%0). 
则 fœ0: 07", S"! , po) > (X, A, X0), n>, 4 ER f =/f': 
(V'S) >X, xo), Hh f' (7") SA. 

证 明 必要 性 ig F:( Nr 1,S"[1x I,(p) xD > (X, A, 
xo) Æ w Je f 2 c Bp F] I£. img= F|S' 1xI UNV"x (1: 
S*''1xIUN"xX (1 A, 由 引 理 4.1，49 可 扩充 成 映射 G: SN" x 
A. ` 

命 F :了 :x1->X 是 映射 ， 使 得 


F(u,2t), o< t<- 
F (u, t) = 

1 

(G0,2—2), ->t 


《注意 到 F(V" x (1)==x0 二 G(Y" x (1)), 利用 粘 接 引 理 ， FE 
映射 ,) HEF u, t)= F (u, 1 一 D ,UESEET， 根 据 定理 2.1 
(3) 8, È Si xI=e: (S71 xI, S" xð —>(A, to), 再 
HAEHAE y F':S"' 1 x IU3S'x (0 UV"x (1) >X, 
F'|S'1xI=e, F'|"x (0) UQ'"x Q) =F] "x (0) US" 
x (1)， 有 扩充 映射 Fr: O7" xI, S XD ->(X,x0)。 它 是 连接 
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FEF =F |V"x (1) 的 同 伦 ,而 1 Z= PGZ'x0) SA. 
充分 性 ”从 引 理 7.3 即 可 得 到 ,] 


现在 证 明 本 节 主 要 结论 一 一 定理 7.1。 

(1)》 氢 列 (S) 在 rn A, xo) 处 正 合 (m 宇 1)。 由 引 理 7. 2 易 见 ， 

(2) 叙 列 (5 ) 在 Xn(X,xo) 处 正 合 (n 之 1) ,由 引 理 7.4 易 见 

(3) BICS ÆR (X, A, £0) 处 正 合 (n 宇 1)， 

3 nZ2, ix a= [J] Enn(X,A,xo), fi:(V",S" 1,po)—>(X 
4,xo)。 如 果 d,(ay=0,Bg f |S" 1=e:(S"7:, po)—>(A,xo), H 
同 伦 扩 充 性 质 ，。 有 扩充 映射 9 ,使 /一 9:(V 0S 1,p )—> (X, 
A, xo), Mgs) =o, #ca=j,[g],[g] € x,(X,xo)y KZ, 
inRa= jel), P= [g] € z, (X, xo), gi:(V',S" 1)—>(X, xo), 
MA dx(o) = [9] S] = [e] =0E Tn (4,20). 

当 ?一 1， 因 4 是 路 径 连通 的 ， PEAH, ju (X, xo)= 
z (X,A,.xo).] 

例 7.1 AV MSD DETERE, z, (S"”)=0, n>, 

H (V7, S7) 同 伦 叙 列 的 正 合 性 知 ，Tn(V"S" 1) 一 

ma (S 1)。 

定理 7,5 设 空间 偶 CX,A) 5 O, B) 是 路 经 连通 的 ，X 
(X,A)—(Y,B) 是 映射 , xo C€ A, yo=x(xo), M| x 导出 (X,4) 
5 (Y,D HARRIERS. 即 下 述 图 表 是 交换 的 ， 

an, (A, t)r, (X, £0) ym, (X,A,xo) 

M | Xx i: $ Xa . Kz 
yA n(B, vr, (Y, yo 5r, Y, B, Yo) 


d i : 
GR LD — mY (4,xo ) 一 “> > (X,xo) 
| Xx . | Xa 
d: 4 
TED >T (B, yo)— > "Tl (Y, yo), n2>1, 
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证 明 根 据 定义 6.2 及 6.2 “是 明显 的 。]】 
it xo5 x1 € A,£=[o]6€x(A,xo,xi) .根据 定理 5.6 和 4.4, 有 
£, X, A,X) HAn(X, A, xo), n2>2; 
E lma (A,xi)== (A,zxo), n=l, 
记 f= [o] Ex(X, xox), CFEX 上 同 伦 群 的 同 构 ， 仍 
IBA Eki Enl X, x) 二 Xn( 半 ,Xx0)，n 之 1。 
TE, JERA 
命题 7.6 KHER EETA, xox) 导出 空间 侦 (X, 4) 
上 不 同 基 点 xo 与 xl 处 的 两 个 同 伦 叙 列 则 的 同 态 。 即 下 述 图 表 是 
交换 的 ，? 之 1 


dy P Jx 
e >T (À, xX) (X, x) AX, A,x) 


bio. pio. Vs 


t 了 
ym (A,xo)— m, (X ,xo)-—ym (X, A,xo ) 


d í 
( 措 上 各 ) 一 Tn_1 (A,x) e T] (X, x) 
pës o Iz, 
* 


d 1 
FEN (A, 2o) — > >n (X, x0),] 


特别 地 ， 当 x1 二 xo 时 ， EREA 25 18 FEE ia, BJ] te Ja 与 dx 是 
对 ri(4,xo) 来 说 的 运算 同 态 ， | 

Ri RMSE (CX, 4) 的 同 伦 叙 列 中 Taz(X% 4,xo) 的 一 
个 代数 性 质 〈 原 见 J. H, C. Whitehead 的 文章 [31])。 

定义 7.2 RTE 群 Z 的 运算 群 (定义 4.2), did —>n JE 
群 周 态 。 则 三 称 为 交错 (7, dx)〉 模 ， 如 果 适 合 性 质 ; 

(1) 对 CEN aES, dx(tx(0)) =E eda (a) eTl; 

C2) xfa BEZ, (dy (0))xP)=a pal, 

命题 7.7 同 伦 群 TX, A, x0) 是 交错 (ri (4,xo) d), 


Ne eR E 
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xo G À, 

证 明 [Nz (A,xo) 是 mo (X,A,xo) 上 的 运算 群 ， 及 4% 是 - 
边沿 同 态 ，7a (X,4,xo) 一 7 (4,xo)， 只 须 验证 定义 7.2 中 的 性 
质 (1) 与 (2): 

C1) HAER FET (4,xo)， 由 命题 7.6 得 知 图 表 

Ta (X,A,xo ) 全 (A, so) 
了 | Ex 
m. (KX,A,ro )— >n, (A,xo) 
是 交换 的 。 于 是 ， 对 aEra(X%,4,xo)， 有 
dyčy (G)= Ze (dy (a)) Fd (a) ETI (定理 4.5)。 

(2) i&a=[/], B= [g], a|B= [h] €x; (X, A,xo), 其 中 
f.9.h: (V2,S1l,po) >(X, A, xo), B.f(N2)=xo=g (V) ， 
h|NVi=/f]NV:, k V= VE. 

Er: V> 3572 是 由 式 

T(t, t2) = (ti cos ta — t sinta , tusin tat tcosit), tE I 给 
出 的 旋转 同 伦 。 Xil f'=fri, g'=grí, 有 一 hr。 知 

g'(2)=xy=7J'(V3), h'|V:i=g' |]: , 
h’ |VV2=/f'|%N2, W= efh. 
A aot =fr: (Po) tE, = [o] Em, (A, %0). B =d (a), 
gx([f']) 二 a， [9']=8. 于 是 
QeB= [H] =E k D =Z ( [g']+1/']) 
=+] (B Ez! (0)) =Z (0) a, 
Ék (d| (0))*(B) =a. peat] 

推论 7.8 jx72(X,x0) SSC (A2(X,A,xo))， 这 里 C) X 
示 群 7 的 中 心 。 

证 明 设 4E€jx7z(X,Xo0)。 d (Ga) ( (A,xo) 的 单位 元 
(定理 7.10) ， 故 对 任意 6Era(X,4,xo)， 有 

B= (d, (0))#(B) =a beal, 
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BB'a=a*:8.,] 


练习 工 
1. BX 5Y pmi, XX UX hı: X, >Y 
是 映射 ，i 二 1,2， 且 hi |X U Xs 二 ho| X U X2 KIE: Z 
H Xi 与 头 ; 均 是 XX 的 开 子 集 ， 则 由 式 
hi (x), x€ X), 


h(x) = 
Gaw, xG X; 


给 出 映射 天 X->Y。 

并 举例 说 明 ， 当 X 与 Xa 不 都 是 X 的 开 子 集 时 ， 上 式 
不 一 定 给 出 映射 h:X—Y, 

2. R OREW 中 的 n 维 (单位 ) 球 。 命 fa: Sis: 
为 映射， 使 f Ci to. siny) = El, ti, thg) t= 
—ti, t= Gi), 1xisxn+i., MEP; 对 于 任意 1 与 7， 
#f==/ :S"== S", 

3. 设 K 是 连通 的 有 限 《单纯 ) 3029, EN IK 是 路 径 
连通 的 。 

设 X={ (tts) € E2| h> 0 B ta=sing = R t= 0, 


且 一 1<ts 志 1}， 证 明 X 是 连通 的 ， 但 不 是 路 径 连 通 的 ，。 

4. 证 明 任 一 可 缩 窑 间 的 收缩 核 是 可 缩 的 。 

5, 谈天 是 连通 的 有 限 (单纯 ) AW, e=v RAK 
的 基本 楼 道 。 如 果 ur 与 v2 是 的 某 单 形 的 顶点 ， V1 与 V2 
分 别 叫 作 e 的 起 点 与 终点 。e 1 一 va0l # 为 6 RE. K 
中 的 楼 道 是 指 有 限 个 基本 楼 道 的 联结 wo 一 216a…ekr， 如 果 e 
的 终点 是 e141 的 起 点 (1s:< 介 ， 

对 wo 一 eleay…ek， 凡 二 6feg ehs ek 的 终点 是 er 的 起 
点 ， 则 命 ow’ =e; epele eel, TARE o 与 %” 的 乘 
积 ; l= ez! eez e), BRA o ERE, 
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EK EP 43806 P, E XS”, REV, 
e' 二 V2V3， 如 果 V1 Va 与 vs 是 下 中 某 单 形 的 项 点， 记 ee'— 
ViVa, RIRH ARRA”. 
i, o~w', WE o 可 经 过 有 限 次 上 述 基 本 楼 道 的 
“缩减 关系 ”或 其 逆 关 系 化 为 凡 。 
HEB, (i) “~” 是 等 价 关系 
Gi) 记 E(K,vo》 是 上 中 以 vo 为 起 点 与 终点 的 所 有 闭 
楼 道 的 等 价 类 和 集合， 则 EK, vo 对 楼 道 乘法 所 导出 的 类 的 
乘法 ( 须 验证 )， 组 成 一 个 群 ， 称 为 天 在 vo 处 的 栈道 群 。 
Gii) E(K,vo)=7; ( |K] ,v0), 
6. 证 明 : 路 径 连 通 空 间 X 是 单 连通 的 ， 当 且 仅 当 ， 对 
任意 Xo,x1 EX,0,TE (X,xo,X1) T > D ZA 
oœ: (1, (0), (1))—>(X,x0,%1). 
7. 拓扑 空间 X 称 为 双 正 规 的 ， 如 果 Xx7 EEAS 
间 。 证 明 ， 设 4 是 双 正 规 宏 间 关 的 闭 子 集 ， 则 CX. A) 对 任 
一 《有 限 ) 可 部 空间 Y 具有 同 伦 扩充 性 质 。 即 对 任意 映 射 f: 
X>Y 及 部 份 同 伦 H:AxI->Y，H(u,0) 二 f(4),u€E A, MJ 
FERE F:XxI—>Y, 4 Fu, 0 =f), ucX, F(u,t) 
=H(u,t), UCA, 
8. 设 空间 偶 (X, A EREM, x C A. RE 
C1) 如 果 (X, A) 是 2- 单 式 ， 则 rz(X， A, xo) 是 
交换 群 ， 
(2) 如果 ir (A, xo) = 1 (单位 元 ),， 且 To (Xx, A,xo) 
是 交换 群 ， 则 (X,4) 是 2- 单 式 的 ， 
《3 》 证 明定 理 5.8, . 
9. 证明: S" 到 自身 的 恒 同 映射 与 常 值 映 射 不 同 伦 。 
10. 设 天 是 连通 的 有 限 (单纯 ) AW, K 是 其 m Hš PF 
架 ，n 宇 1; i: IK"| > |KI 是 包含 映射 ，xo€ |K". 证明 
(1) islma(|K"| ,Xo0)—>Xm( [K|] ,xo) 是 在 上 同 态 ; 
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同 伦 @ z m 
(2) ix Tal |K"| ,xo) ==, ( |K] Xo) 1<n<m, 

11. DK J Wm HAR (单纯 ) 复 形 ，0” 是 天 的 一 
AmE, LÆ KTA K-o", k xo € |L]. 证明， 
341<n<m, Tal |K], JL] ,xo) =0. 

12. 设 (X, À) 是 路 径 连通 空间 偶 ， 且 对 某 422, 4 
ma(X, A)=0, WH ESRBR3I q: (0? x (0)U c xI, ðo? x 
(1)) 一 ( 半 ，4)， 总 可 扩充 为 映射 了 :0? Xx1->X， 使 (0% x 
(1)) 忆 A， 这 里 0“ 为 4 维 单 形 。 

13, i2A JE X IJ F 22 [B], xo € 4, JEH: ism (A, x0) È 
1x*7T2( 义 ,Xo) 上 的 运算 群 。 

14, Z (X, A) 是 路 径 连 通 空间 偶 ，xo C 4。 如 果 已 知 
Ta(4,xo) =], m;,(X,A,xo) 一 12， 问 群 m2(X; x0) AW 
些 可 能 的 结构 ? 

15， 任 给 (P, Po) ES"XxSIi,n 之 1， 记 

S"*VS1I=S*x (Po) U (p) xS1, 
证 明 ， 路 径 连 通 空间 X 是 7- 单 式 的 ， 当 且 仅 当 每 一 个 映 
射 ，S"VS1 一 XX 可 扩充 至 映射 ，5S" Xx Si->X。 

16, 把 S! 看 作 复数 平面 内 的 单位 圆 ， 借 用 复数 乘法 证 
B SI n-A ARR, nel. 

17. 证 明 ; SVO (定义 同上 ) PÆ SxS! 的 收缩 
E, Mi SVS! RÆ n-A RA. Eb, mi (SVS) 不 
是 交换 群 。 

18， 对 每 一 个 ?2 关 2， 举 出 一 个 非 m- 单 式 的 路 径 连 通 空 
间 偶 的 例子 。 


tr 


PoR ERRATEA 


“内 容 提要 ] , 

同 伦 群 、 相 对 同 伦 群 及 其 伦 型 不 变性 (因而 是 拓扑 不 变量 ) 
等 已 如 上 述 ， 然 而 ， 对 于 给 定 的 拓扑 空间 与 空间 偶 ， 计 算 它 的 同 
伦 群 与 相对 同 伦 群 却 是 非常 困难 的 问题 ， 即 使 是 可 齐 分 空间 ， 甚 
至 像 8S" 这 样 简单 的 窗 间 ， 共 同 伦 群 的 计算 至 今 解决 得 不 多 (参看 
M. 3§6), 

本 章 中 将 包括 同 伦 论 发 展 史 上 几 个 比较 重要 的 定理 ， 它 们 大 
多 与 同 伦 群 的 计算 有 过 密切 的 关系 。 

$1 作为 预备 ， 回 顾 了 in 扑 空间 的 广义 同调 群 的 概念 和 性 
质 。 . 
$2 #WDKJ3EHEBH T ln] f FJ JE BB k E k 1165 42 E T AEE 
间 的 同 伦 群 与 同调 群 的 初步 较 深 入 的 关系 . 在 $3 rh, SIAT 2 
BARRET, CO 到 它 的 〈 上 广义 ) 同调 群 H, O 的 自然 同 态 ， 
及 证 明了 Hurewicz 定理 。 

8 4 AERE TaS =], B Ami 度 这 个 在 许多 其 它 
数学 领域 非常 有 用 的 概念 。7 二 1 时 采取 的 方法 为 第 四 章 的 讨论 所 


供 了 背景 和 例子 。 
$5 EZAR X, A 的 同 伦 群 与 同调 群 关系 的 叙 W, E 
要 是 相对 Hurewicz 定理 ， 


$6 运用 映射 柱 形 的 概念 及 83、8$5 的 Huarewicsz 定理 ， 
解决 了 有 限 多 面体 同 伦 型 的 充分 必要 条 件 这 个 重要 事实 。 但 我 们 
没有 讨论 J， H. C. Whitehead 所 给 的 ， 对 于 CW- 复 形 这 个 在 较 
广泛 的 情形 下 的 定理 〈 见 [2] 第 七 章 或 [31])，。 

$7 叙述 了 几 个 计算 同 伦 群 时 常用 的 直 和 分 解 定理 , 共 主 要 
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依据 是 .$7 BEREARI. 
$ 9 MAR Freudenthal 同 纬 像 定 理 是 同 伦 论 历史 上 起 过 重 
要 影响 的 定理 ， 它 揭示 了 同 伦 论 与 同调 论 的 部 份 本 质 区 别 ， 也 是 
S 等 空间 同 伦 群 计算 的 强 有 力 工 具 , $ 8 中 叙述 的 三 联 组 (X, 4， 
B) 的 同 伦 群 ， 在 某 种 意义 下 可 用 来 估计 截 去 性 质 在 同 伦 群 中 成 
立 的 限度 ， 同 时 为 $9 的 过 论 作 了 准备 。 
最 后 ，8 10 叙 述 的 Je H. Ce Whitehead 乘积 是 最 重要 的 同 伦 
运算 之 一 , 它 给 出 空间 关上 同 伦 群 z, CX), 22 (X) 5 mora 1 (X) 
之 间 的 一 个 联系 ， 并 常常 直接 用 于 计算 一 些 同 伦 群 。 


§ 1 拓扑 空间 的 同调 群 


在 [1 ] 中 ， 详 细 讨 论 了 有 限 多 面体 的 同调 论 ， 它 有 着 明显 的 
几何 背景 ， 具 体 计算 也 较为 容易 〈 看 该 书 92 页 说 明 的 理由 ) ,本 
节 将 把 对 多 面体 的 讨论 推广 到 一 般 拓 盾 空间 ,得 到 广义 同调 群 ( 亦 
称奇 异同 调 群 ) 。 但 是 ， 我 们 仅 限 于 介绍 以 后 会 涉及 到 的 最 简单 
概念 和 性 质 ， 略 去 许多 证 明 的 细节 .有 兴趣 的 读者 可 直接 查阅 13] 
或 1944 # S. Eilenberg 的 文章 [13] . : 

定义 ].1 RA ERRAZ 间 En (0<q=<n) 中 的 4 维 单 形 ， 
如 果 将 其 顶点 Uo, Vis +, Uq 指定 一 个 顺序 uo <u i <= <q, 
则 和 人 ?二 <vov1…vo> 称 为 49 维 有 序 单 形 。 

EX Emih, T 二 (Z, AD 称 为 X 上 的 9 维 广义 单 形 ， 
Eh ATA aR TEAR, EATX 为 一 个 映射 

和 上 两 个 4 维 广义 单 形 Ti= (Š, AD 5T = Č AD 
称 为 相等 ， 如 果 忆 和 人 1 一 全 ; 是 保持 顶点 顺序 的 (唯一 ) 线性 同 胚 ， 
使 6 二 tol。 i TI=T;. 

S00 =T =E, A9|4=0, 1, 2, =), MEALA — 
WRA, FPF2X 的 广义 复 形 ， 


附 记 ”实际 上 ， 广 义 单 形 的 “相等 ”是 一 个 等 价 关 系 ， 
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在 每 一 类 中 均 可 选取 T =E, A) 作为 代表 ， 其 中 人 ?= 
《e0e1l…e"> 是 一 固定 的 标准 有 序 的 自然 单 形 。 这 样 有 时 是 方 
便 的 。 

例 1.1 设 XX 是 拓 盾 空间 ， 关 的 0 维 广 义 单 形 是 指 To = 
人 ， 人 9) ，$: 人 0 二 《V0> 一 XX， 它 与 六 的 点 (v0) 成 一 一 对 
ws XAH LERE T=, Al), EALS W> 
>X, CBX EKR >X 成 一 一 对 应 


定义 1.2 BETi= C AD 是 空间 XX 中 的 4 维 广义 单 形 ， 
9 之 0。 记 cq 二 È ATi, Rp A 是 整数 , 除 有 限 个 不 为 老外 余 
HHE, M co RAX EI 维 广义 链 。 

e= DAT o= 之 MT? 是 两 个 9 维 广义 链 。 命 

i i 

2 十 尹 二 之 (+4 人 777。 易 见 X 上 的 至 体 4 维 广义 链 对 运算 
“十 ”组 成 一 个 群 ， 称 为 X 的 9 维 广义 链 群 ， 记 为 Co (5S(X)) . 亦 
BBLLX BJ 2 k q 维 广义 单 形 为 基 所 生成 的 自由 交换 群 。 特别 地 ， 
W Ci (S(X))=0. 

定义 1.3 T=, ANECS (X), Af=<CuoD Vg>, 
我 们 定义 

9 
T= X ODEA E CaaS O), 4>0, 


其 中 AJT = <o … D suq E E T 中 映射 限制 在 人 9-! 
上 的 映射 《以 下 同 ) 。 作 线性 扩充 ， 得 到 边沿 同 态 
0:C O (S(X))—>C._ (S (X)); q>0. 
对 于 9 二 0， 取 ôCo(S(X))=0. 
命题 1.1 00 一 0。 
证 明 STI (Z, ADEC SOO), ATE Vgs 
仿照 [ 1] 引 理 下 .2,1 的 证 明 ， 再 作 线 性 扩充 即 得 。 】 
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定义 1.4 设 X 是 拓扑 宏 间 ，49 宇 0。 记 
Zo(S(X)) 为 60:Co(S(X)) 一 Co_1(S(X)) 的 核 ， 
Bo(S(X)) 为 0:Cori(S(X)) 一 Co(S(X)) 的 像 。 
又 知 B,(S(X)) CZ (S(X)), fr 
_ Z (SOD) 
于 是 分 别称 Zo (SX), BaS), H, (S(X)) 为 X B) q 维 广 
义 闭 链 群 、4 维 广义 边沿 链 群 、9 维 广义 同调 群 。 
设 f: XY 是 映射 。 显然 ， 由 下 式 


(Eh Ši, AD)= Z GELAS) 


给 出 同 态 
f:Ca (SX) >C (SY). 
且 有 下 面 的 命题 ， 
命题 1.2 09/ 二 f0. 
证 明 对 ,人 入?) ECo(S(X)), ATSU Uq 49>0, 
有 
ON EAN =E A)= 22 (— D: EAD 


=Z CDE, AD)= Fd ,AD, 


t 


EHAS =<upo*= D: Ug), 
当 q=0 时 显然 成 立 ， 1 
可 见 
f (Zo (S(X))) SZ (S (Y)), 
q>0, 
f(B,(S(X))) EB (S (Y), 


定义 1.5 设 f: XY 是 上 映射 4f z€ Z (S(X)), qZ0, 
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命 /x* [zol]= [f (zg)]， 得 到 同 态 
fx: Ho (S(X)) >Ho(S(Y))., 

称 为 由 映射 f 诱导 出 的 同 态 。 

命题 1.5 (1) 设 1:X 一 X 是 恒 同 映射 , 则 1* 是 Ho(S(X)) 
到 自身 的 便 同 同 构 ; 

(2)i2 f:X—Y, q:Y—Z 是 映射 ， 则 有 (91) 4% 二 9xf#。 

证 明 显然 。 】 

定理 1.4 设 f:X>Y 是 同 胚 映射 则 fx: Hg(S(X)) == 
及 。(S(Y))，9 之 0。 即 广义 同调 群 是 拓扑 不 变量 ，。 

证 明 Bj f RARER, a SiXX, ff l:Y-Y 分别 
是 针 与 ”上 和 恒 同 映射 。 根 据 命题 1.3, Si Se d Sada 分 别 是 
H (S(X)) 与 了 Ho(S(Y)) 上 恒 同 同 构 ， 故 

fe :Ha(S(X)) ~=Ho(S(Y)), Iq 宕 0。】 


附 记 ”与 有 限 多 面体 的 情形 比较 ( 见 [ 1] 定理 全 ,5.10)， 
广义 同调 群 的 拓扑 不 变性 差不多 是 定义 的 直接 推论 ， 这 是 采 
用 它 的 一 个 优点 ， 


命题 1,5 设 f=9 :XY， 则 fx 二 gx: Ha (S(X))>H, (S 
(Y )), q>0, 

证 明 ” 设 0 二 <vov1…vg>》 是 4 维 有 序 单 形 。 记 人 二 0? xI, 
v, pure [ E ut= Wi, 0), =W 1), P Mb usesufl bip 
“v9.10 在 全 中 张 成 《9 二 1》 维 单 形 ， 
m BE(a?) = S C Dio. UIVNY ,YIE Caga (S), 


称 为 9” 上 的 杜 形 。 容 易 验 证 边沿 公式 
ƏE(oc?)=<ufu7...ury— Viu? eb > 


q A 
-X (— 1) E (Kross D, ***Uq2>) 


i=0 
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Liz F:XxI>Y RE SA g 的 同 伦 . 对 于 了 ?一 人 ，0?) 
ESX), A Ë iof x1->X xI, 88 E (u, b= (£(uy,b, N pi 
f 5 g 给 出 链 有 映射 与 9:Cg(S(X)) 一 Co(S(Y))【〔 命 题 1.2)。 
BRAST =E, os = (FE, Wpf vg), gT) = gz, 
ol) = (FE, Uug .VY >), 

命 DECS O) >C EV 为 同 态 ， 使 得 


q 
D(Ti)y= (DIFE, Ugent vint, VY>), 


Wá DT =f (T) —g (T°) -DATY (由 边沿 公式 ) ， 故 了 与 
q 链 同 伦 ， 即 fx 二 9x。 1 

定理 1.6 设 f:X->Y 是 同 伦 等 价 映 射 ， 则 f ,:H (S(X)) 
考 及 a (S(Y))，4 这 0。 即 广义 同调 群 亦 是 实 间 的 伦 型 不 变量 。 

证 明 设 9:Y->X 为 映射 ， 使 9f 二 1x，f9 二 ly。 依 Hü 命题 
1.3 与 1.5， 知 9xfx 二 ]xx > Jx9x=lys ，1x# > lys 为 恒 同 同 
R). J, H (S(X))=H,(S(Y)), q>0. 1 

定理 1.7 KEARDE, WHK =H SAK), 
150. 

即 在 有 限 多 面体 的 情形 ,广义 同调 群 与 单纯 同调 群 是 一 致 的 ， 

证 明 见 附录 4。 】 

类 似 地 ， 我 们 简 述 广义 相对 同调 群 ， 

ië (X, A) 是 拓扑 空间 偶 ， 知 Co(S(4)) 是 Co(S(X)) 的 
子 群 ， 且 为 直 加 项 ， 命 Co(S(X， 朋 j) = CUCA q>0, 
称 为 空间 偶 (X, A) 的 4 维 广义 相对 链 群 (自由 交换 群 》。 易 
见 Ca (S(X)) 上 的 边沿 同 态 9 诱导 出 Co(S(X， A)) 上 的 边沿 同 
KD: C (S (X, DeC 1(S (X, A)), q2:0, BÒ =o. 


于 是 有 ` 
Za (S (X, A))= 0 :Ca (S (X, A))—C,._ í (S (X,A)) HJ; 
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Ba(S(X,A))= 0 Ca, (S(X,A)); 


Za(S (X, A)) 
Ha(S(X, A))= Best A) ° qz 0, 


DAEA CX, A) 的 4 维 广义 相对 闭 链 群 、 边 党 链 群 、 同 调 
群 。 
fiX, AY, B) AB 射 。 根 据 定义 1.5， 不 难看 出 
f 诱导 出 同 态 
fr:Ha(S(X,A))—=Ho(S(Y,B)), q20, 
由 此 可 以 证 明 ， 广 义 相对 同调 群 Ha (SX, A) 是 拓扑 不 变 
量 与 伦 型 不 变量 ， 并 且 当 (KXK，L) 为 有 限 复 形 偶 时 ， 
Ho(K,L; D ==Hç(S(|K|, JED), 420. 
此 外 ， 与 单纯 同调 论 一 致 ， 广 义 同调 群 Ho(S (4)),，Ha(S 
(X))，Hoa (S (X，A)) 等 组 成 的 同调 叙 列 是 正 合 的 。 


附 记 1 在 以 后 不 致 引起 混淆 H, 我们 简 记 Ho(X) 与 
Ha (X, A) 为 宏 间 XX 和 空间 偶 〈 关 ，A) 的 广义 同调 群 、 广 
义 相对 同调 群 。 

附 记 2 ”上面 我 们 仅 叙 述 了 整 系数 的 情形 ,不 难 把 它 推广 
到 一 般 交 换 群 作为 系数 群 的 情形 。 相 应 地 ， 也 有 广义 上 同调 
群 与 广义 相对 上 同调 群 等 ， 一 并 从 略 ， 


$2 同 伦 可 加 定理 与 复 形 S, (X) 
同 伦 可 加 定理 在 将 要 建立 的 同 伦 群 与 同调 群 之 间 的 自然 同 
态 ， 以 及 在 证 明 Hurewics 同 构 定理 中 都 起 了 重要 的 作用 ,阅读 本 
节 时 ， 可 参看 Eilenberg [12] 及 胡 世 桢 的 文章 [22] 。 
设 在 欧 乓 安 间 E! 中 ， 以 原点 为 内 点 的 (2 十 1) AERA 
的 边沿 复 形 为 入。po KRIMA. WK HH n 维 单 形 为 0;，n 二 . 
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0，1，…，7? 十 1。 在 从 原点 作 中 心 投射 得 出 的 同 胚 意义 下 ， |K| 
=S" (于 是 S" 有 单纯 痢 分 ) ， 从 而 可 表 
Srog Uoi U e Ut, 
假设 头 是 路 径 连 通 空 间 ，xo€ X, f: (Sr, | K711) (CX, xo) 
ERS, KI 表示 天 的 (一 1) 维 骨架 。 命 for : ( Sn, K1 j) 
(X, xo) 是 由 式 
fa), uco}, 


far (u) = 
Xos ug Sn—Intc: 
给 出 的 映射， 1 一 0， 1，…，7 十 ]。 
下 面 就 是 同 伦 可 加 定理 。 
定理 2.1 设 ?>2 或 2 三 1， 但 X 是 1- 单 式 的 ， 则 
[f= Del ETX, zo). 


证 明 fr Sa: (Sr, Kp — (X,xo) Ai osant E 
fu, uCosUorU Uc}, 
f | (uy = 
Xos uC ori U UTi 
易 见 fo 二 fo:， fari = 7. 


欲 证 定理 ， 只 人 须 验 证 
nl S alt [Fer s 0<;<n+1. Ck) 
ERE, H= r, D=Sn—Itc, fe=for, e 4 
f3(0)=xo=fe(D), Finl DSA lD, fy4110=fo1o, 

我 们 再 命 0: Sn— S" 是 OS, E1 

(S71)=0, (SD =D, 
且 存 在 连接 9 至 恒 同 映射 ljs* 的 (形变 ) FE F :S”xI—S", JE 
据 定义 工 .3.1, 有 

[fiel = [/;0] + [Z 9]. 


记 0:1~>S* Ak SJ, #E cod =F (po,D, t€ 1, 3: £ 


pe 
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u=0 (0) 一 9 (po) € |K™™1| 
4 n>2, WIK! | EREET, A irti, 0, (1)) 
(37,u,po)，T(1) 三 |K"1|。 利 用 单纯 盟 近 方 法 知 z=a: (1， 
(0, (1)) 王 (57,t,po), 从 而 二 fT 二 fy0:(1,01) 一 (X,x0)， 其 
中 c 是 常 值 映射 于 是 G 二 fjJf:S"x1>XX 是 连接 fp 至 fj 的 
同 伦 映射 ， 且 [fy0] = [e] =i Er (X,xo0) 是 单位 元 ， 故 
[fjg] =[/,] EAn(X,x0) ( 见 定理 工 .4.5)。 
HA, WA Merl =el, int] = U]. R, E n kt 
CK) 成 立 。 
当 7n 二 1]， 因 XX 是 1- 单 式 的 ， 易 见 (*¥) 亦 成 立 〈 见 定理 工 . 
4.8).] . 
不 难 验 证 ， 当 n= 二 1 EXP- EE l-EAA, 有 下 面 命题 。 
命题 2.2 设 f:(S1,|K0|) 一 (X,xo) 是 映射 fo， 如 上 所 述 
(1 二 0,1,2)， 且 03，01 与 0 按 反 时 针 排 列 ，po 是 03 与 3 的 
顶点 。 则 有 
I= eL] lfoll*lfoll € m X,xo) 
(H 812.1). 1 
*acx,(X,xo),n2>1, Wx 
合 定理 2.1 的 代表 映射 f: (Sr, 
| )->(X,xo) 是 存在 的 . 事 
实 上 ， 有 
命题 2.5 任 给 (Vn Sn) 
的 单纯 剖 分 (天 I. K). iw f: (3"， 
po) 一 (X%,xo) 是 映射 ， 则 有 
f=f': (SP, po)—> (X,Xo), 图 2.1 
EF GKI ) 二 x0; 进 一 步 又 设 了 可 扩充 至 映射 g; Syn X, 
ME 可 扩充 至 g' VX, Eg AKED =o. 
证 明 首先 ， 取 pES?*，pE |Kn-1|, B Sm 一 (p) 与 可 缩 实 
间 E" Jin, FE K E S. pi GEW A nK, 


1 
Os 
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Po) 习 (S",po)，tE1T, 使 no 是 包含 映射 ,71 (K) 二 po。 于 是 
fne d KTI ,po)-> (X,xo) Et S K # f71 的 同 伦 , 而 
fni (| Kn-1 h 二 xo03 由 同 伦 扩 充 性 质 (命题 1 ..4.3), # f' E fm 
在 S" 上 的 扩充 ， 且 ff:(S*,po) 一 (X ,xo), 

KEK, img Æ EV EEE. AKT ÆA" pA 
(形变 ) 同 伦 El KI Vn, 使 上 oo 是 包含 映射 ,后 Q KITS 
|K", BZ, K ERRAKI, tel (通过 YI 中 适当 内 点 作 
投射 及 单纯 逼近 方法 等 ) ,于 是 根据 同 伦 扩 充 性 质 ， 有 5 的 扩充 
映射 6:V" VY "再 取 g' 二 95:YV"!>XX， Hi 得 到 命题 的 
结论 。】 

为 了 讨论 同 伦 群 与 同调 群 的 关系 ， 我 们 需要 考虑 广义 复 形 
S(X) 的 子 复 形 Sn(X) nl, 

RAT Æa 维 有 序 单 形 ， 人 一 :表示 人 ?的 (2 一 1) 维 骨架 。 
ZERIE A, AY LX), RaJa 
T= (人 人 人 )， 所 有 如 此 的 广义 单 形 组 成 8(X) 的 子 复 形 Sr(X， 
x0)， 简 记 S,(X)， 称 为 S(X) 的 第 n 个 Eilenberg 子 复 形 ( 可 参 
看 [13]) .其 意义 见 下 节 定 理 3.2， 特 别 地 ， 命 So( 关 ) 二 S(X)， 于 


是 


S(X)=S0(X) ES (X) DD (X) 二 …。 

例如 ， 当 0<4<n, WJ S,(X) 中 有 了 叭 一 的 9 维 广义 单 形 了 ?一 (6， 
AT), Jh eiA >X 是 常 值 映 射 c( 八 ') 三 xo。 

M Calan A SA EBATI T ESO), E A 
TY ESn(X) 为 基 所 上 生成 的 自由 交换 群 。 易 见 ， 对 S(X). 上 的 边沿 
运算 9， 有 

PCa Sn) SEC (S, (X)), 

于 是 ， 相 应 地 有 S, (X) E q HERBER Za (S, X), 4 维 边沿 链 群 . 
Bo (S, X) q 维 同调 群 H (S, (X)),gq=0,1, 3. 

按照 定义 ， 当 1=<g<n, 有 ZalSn(X)) =B (S, (X)) , 故 知 
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H.,(S,(X))=0, im H (S, X))=J. #+ H,(S,(X)), EEE 
Ba X (# xo 处 ) 的 7 维 同 伦 群 有 密切 关系 《 见 定理 3.2). 

从 定理 2.1 的 证 明 过 程 可 以 见 到 ， 对 于 T*ESn(X),， 自然 
地 联系 元 素 [Z2] E77n(X,xo)。 为 叱 ,我们 需 先 给 出 空间 En"! 的 

定义 2.1 设 A 人 ?1 一 <0a1azewann》、 人 1+! 二 <0b1b2.… 
ba DÆ E"*1 中 两 个 (n+1) 维 有 序 单 形 ， 共 中 0 是 原点 .明显 地 ， 
有 了 叭 一 的 线性 变换 矩阵 了 了， 使 41 二 5;:P， 及 行列 式 | P | 六 0。 当 
| P|>0, RAY 与 人 入 : 同 向 ， 否 则 称 为 反 庙 。 

“ 同 向 ”概念 是 一 个 等 价 关 系 。 于 是 ,B+ 中 所 有 (+1) 维 
有 序 单 形 按 是 否 同 向 分 为 两 类 ， 每 一 类 都 称 为 B 的 一 个 定向 
为 确定 起 见 ， 以 下 对 每 个 11, 2 十 1， 设 6 三 但 ， 轨 9 
ii)EEn+l， Hp th=, h=. FER EB? 站 一 个 定向 ， 
使 得 COeliez…en+ri> 在 这 个 定向 中 。 

ja r: En*i 一 (0)->S? 为 映射 ， 使 得 rtu) 一 下， u gE” 
(0) ， 即 7 为 中 心 投 射 。 

定义 2.2 iwTn=( An ES XO, n2>1, HA FA'E 
En+1 中 与 O 张 成 一 个 (n+1) 维 单 形 ， 使 0O 信 "与 E"*! 的 定向 相 
同 ,poE t OA”, ATRA r HA EERE S 的 一 个 子 集 ， 
fr Za: (S, po) > (X ,xo) 3 F Ç 
ču), WEA’, u=r(u!), 
Xos JR ues” 
FABRA RITE 

[T] = [£|] € z, (X), 

定义 2.2 的 一 意 性 是 由 于 有 

命题 2.4 IFT =E, AE Sa), [T] 与 适合 定义 2.2 
中 要 求 的 人 ?选取 无 关 。 

证 明 的 方法 主要 借助 于 代数 知识 ， 留 在 本 节 末 作 附 记 。】 


t y = [ 


` 
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命题 2.5 设 大 二 (7?) €5S,(X),n 之 1, 且 其 中 ocngg En+i 
中 与 O 张 成 一 个 (n+1) 继 单 形 ,Po€ Int Oon, 仿照 定义 2.2 有 
7n#:(S”,po) 一 (六,X0) 为 映射 ， 


nu’), u'Co”, u=r{u'), 
T| (u) = 
Xos 其 余 uc sn, 
则 
[T"], 400" 与 Ent1 定向 相同 ， 
n= Í 


—[T"]; 400" 5 Ent 定向 相反 。 

证 明 只 须 证 明定 向 相反 情形 。 

ik En E” 是 EE”"! 中 的 反射 ， 即 对 4 二 (t, <, Ens 
tar) CEH, Æ LU) = G peeta, tni). IBAS Ou), A 
OA." -5 Ern 定向 相同 ， 而 T= (Cl .An) . 依 命 题 2.4, [T] = 
[71)#] 。 由 命题 了 .3.5， 知 [91) #1 是 T 的 负 元 素 ， 故 
[n] =— [T"]€z,(X,xo), 1 

命题 2,6 i T! = (n, AP) E Sa X), AEE KUU e 
Vni» TE= 01,00 Un) FRR T” WJ i 向 面 ,i 二 0， 1 
*,n+1, MH; 


n+l 


(1) ， 之 (一 D 7 :]=06€ =m,(X,xo); 


(2) n=1, [Ti] [Ti] Ti] E n (XX,Xx0) 的 单位 元 ， 

证 明 (D n22, AÉ) iz AMICE, OE Int A™!, vo= 
Po, LON eVa BE" AAL ig A r= Kue, s VaM =n N, 
即 T= 0, A7), 1=0,1, nl. 

易 见 ， 当 i ERK, OA: 5E"! 同 向 41 是 奇数 ，O 八 ? 
与 E"*! 反 向 。 由 命题 2.5， 有 了 映射 7n1#:(S",po)->(XX,x0)， 使 

[m] =D [Ti] ETX, xo), i=0,1,%,n+1, 


n+1 


根据 定理 2.1， 有 [7 二 [me] KP ne: (S",pa) > (X, xo) 


i=0 


W-E ” 司 伦 群 的 车 干 人 性质 
是 由 映射 n7: 人 和信”! 一 限制 在 9 和信”! 上 决定 的 。 故 


n+l 
> (—1) i [T] = [na] =0€x,(X,xo), 


i=0 


(2) ?二 1。 同 理 根据 命题 2.5 2,2 即 可 证 得 。 


1 


附 记 P G=GI(R,n) sik R EZ n Er (n>1)3E 
退化 方 阵 所 组 成 的 一 般 线 性 群 。 在 C 中 引进 度量 p, x P = 
《ai 1) ,Q= (b, 3) EG, meP, Q) = max | a, 1—biy | 于 
是 G 成 为 一 个 度量 宏 间 〈( 且 是 一 个 拓扑 群 ) .并 且 有 性 质 ， 设 
PEG, |P| >>0， 则 在 G 中 单位 方 阵 Po 可 路 径 连 通 至 P, 


事实 上 ， 


(1) PZP EEZ (因而 是 旋转 算 阵 )， 即 有 PP 二 


UTUI, Jeh P RAIRE A 


,cosh! —sin A, ! 


sin f; cos pi : 
| S 和 


: cos a —sinp, : 


| siu B; cos Bz : 


〈 了 中 未 标 出 部 份 是 需 ， 以 下 同 ) .又 今 
( cost D), —sint P); 

sint pi cost hi 

orp, —sin t Ba. 


| sint z cos t hp, : 
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故 让 ,二 UT,U-! 是 连接 PoE P HRB, El 
(2) i#P€G,|P| >0. K P=QS, 其 中 @ 是 旋转 年 阵 ， 
S 是 正定 对 称 矩 阵 。 由 ( 1 〉 只 须 证 明 有 连接 8 与 P 的 路 
BT. 
因 S=UDU', 其 中 5S 的 合同 标准 形 为 


dii d 
D= 22 ` . d, ,>0, I=1,2,==,n, 
dan 


d, , =exp Pis i=1,2, = ,n, 及 


exptp, 
D, = exp tp N ， 
exp tpn 


S,=UD,U', “€I. 


则 了 ,二 QS ,是 连接 Po 二 0 至 P i =P HRE. 

下 面 是 命题 2.4 的 证 明 ， 

I Tn=(E,An)=(n on ESn(X)， 其 中 和信 * 与 0"€ 
En+l OA" 5 Oo" EE (n-- 1) H J, 12 5 E": 同 向 ， 
po C IntOA U Int Oo”, i An=<aa,-.a, >, gn=.bob,> 
bad Pp# 是 (7 十 1) 阶 线性 变换 的 第 阵 ， 使 得 ci =b, P, i50, 
1,"”…,n， 且 知 [Ps| >0, 

不 妨 设 co 二 po 二 bo。( 见 定理 2.1 的 证 明 )， 由 是 


1 0 == 0 
G P | P 为 = 阶 方 阵 ， 且 |P| >0. 


Da+11 


根据 上 述 性 质 ， 有 P g PoE P, t€ 1, f 
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1 0 == 0 
Pa, =(P] tEI 
t : P, ; € 
Da+ i 1Ë 


P 
BERA P1: S”, Po) > (S”, po) ,使 得 p(w) 一 -Tap 和。 


记 f =Z I 0 (1 (S7, po) > (X, x0) WETE Z, E Z 01 的 同 
伦 。 根 据 定义 2.2, Eang K n(e) =? (sP, ,) 〈 广 义 单 形 相 等 
的 含义 ) VEO", gi EaP =ne: (57,p0) -> (XX,Xxo) W 
[ss 三 [79 三 [9#]。]】 


§3 Hurewicz 定理 


本 节 首 先 讨论 Eilenberg 子 复 形 S,(X) 的 n 维 同调 群 与 Tn(X， 
x0) 的 关系 (之 1)， 进 而 导出 同 伦 群 zi (XX,x0) 到 H, X) 二 
日 ,(S (XX)) 的 自然 同 态 ,在 特别 的 情形 , 此 同 态 是 同 构 (定理 3.5) , 
定义 3.1 iZn22, xT o = ZA Tr € Cn(Sn(X))， 命 


Klen) = DMIT7 Era(X，xo) ,由 此 得 出 同 态 
:cn(Sn(X)) Tn (X, xo), 
因 *: Z,(S,(X))—>zx,(X, xo), Bn(Sn(X))Sx 1(0) , Pk x 
导出 同 态 kx IH, (S, (2X))— z, (X, Xo), 
事实 上 , 设 z, 一 cn+l 一 之 丘 97 条 2 其 中 Cni = > u Ts 


i J 
E C, (Sn (XX))。 棋 据 命 题 2.50), Æ KOTH!) =0, WZ 
K (Zn) =0, 
为 了 对 n 二 1 的 情形 定义 相应 的 同 态 ， 先 叙述 下 面 的 引 理 ， 


1 2 = K 
引 理 3.1 设 一 是 一 抽象 群 .一 人 ，， ,i a) 
T(I T .. T 


k 3GBE7Z|. XF or, Qz, =e, ALEN, E 


— , — 
0 一 01， Agere, Q Or) ? Areg ea 


66 同 @ k # m 
jJ al. a'c Comm(z), XE Comm (zr) RER: PE z 的 换 位 子 
群 。 

证 明 “由 于 Comm(m) 是 的 不 变 子 群 , 记 2 为 商 群 r/Comam (z) 
及 自然 同 态 0: -> 元 

ATERRAR, ola) =w(4'), Hoa! a’) =1€E Z (1 
表示 其 单位 元 ) ia! .. aC Comm(m), ] 

定义 3.2 iBT (X, xo) =m (X, xo) /Comm(zi (X, x0)), 
Ro: mi (X, xo) >T (X, xo) 为 自然 同 态 。 

对 于 o = DATECS (X)), fk (e) = 2; ATD 


€ m, (X, xo) (交换 群 T1(X，xo) 中 运算 用 加 法 ) 。 根据 引 理 
3.1， 定 义 是 一 意 的 。 出 此 得 到 间 态 
k: C I (S, X) >r, (X, xo), 
E e: Z, (S, OO) mi (X, xo), 5 3E 3 3.138 U, #| H 
命题 2.5(2), 4i K(B (S, (X)))=0, r 导出 同 态 
xx: Hi (S, (X) ) >r; (X, xo), 


定理 3.2 ” 设 X 是 路 径 连 通 空间 ，xoEX。 则 

(1) 3 322, xiH, (S, (X))==z, (X, xo); 

(2) 4 n=1, r: H, (S, X) ==) (X, xo), 

证 明 Ci) 同 态 xx 的 在 上 性 : 设 0=[f] Ex,(X，x0)， 
其 中 站: (S*，po) 一 (X, lo), WO L=, wv >C Et, 
使 Po 二 v0， OE Int o"*!, H E+ 与 《Ov1…v, OÆ. 

Tr; EI — (O)>S" 33, 它 将 900"*! 同 胚 映射 至 S”" 上 。 
K AAKI" +t 自然 给 出 的 S "的 单纯 剖 分 (po 为 顶点 ) 。 

根据 命题 2.3， 有 f=f': (St, po (X, xo), ES d K) 


ž+1 


=o; 于 是 记 了 一 (' r, Ko" ev, "D172) ES, (X), z=) 
i=0 


(一 1) TIEC,(S.(X))。 易 见 02; 二 0， 即 z,CZ,(S, CX), H, 
根据 定理 2.1 和 命题 2.5， 得 
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n +1 


X n>2, a=[f!]= -1 [Tr] =n) 3 


i=) 
4 n=1, ola) =w [f] =T) — oTi] +o ([T 2]) 
二 x(z1)。 ( 见 命题 2.6 的 证 明 。) 
即 xx 是 在 上 同 态 人 Se 
Gi) 同 态 x| 的 一 一 对 应 性 ; 设 
z,= DAE DEZ, (Sa (x)), K(Z,) =0€ 7, (X, Ko) 


ORR AMIL), REZ EB, (S, CX). 

Hik. Piit (Aan c; 此 为 不 同 的 情形 )。 记 有 
Apon CE" i(i), HA Io REA AAK, 
使 得 = 中 的 各 5; 是 六 中 彼此 无 公共 顶点 的 不 同 单 形 。 且 设 有 序 
单 形 003 与 8"*' 的 定向 相同 或 相反 ， 视 4; 二 1 或 一 1 而 定 。 由 于 
是 可 定向 流 形 90"! 的 单纯 剖 分 ， 有 

c = > Aj Dnt EZ (S| K| ))@ 。 


其 中 rs AE K PER oraka TAE n HERR, H= El 
Mw, =, +Z EC, (S (X), jurhz/= > u,e, tn) € 
i 
Ca (Sa XO), 6 为 常 值 映 射 ,c(7?) 二 xo, 因 092 二 0 二 9w:，、 gz = 
0。 利 几 锥 形 边 沿 公 X a (Oz) 二 00z1 十 z4 (其 中 0 为 原点 ) # 


z=0( X n; (e, O77)) € B, (S, (X), 


FA, wE: ĝo X DRE, 使 ci 一 和 Elre 
n>2,Hxk(0,)=K(z2, HZI 5K) = 0E A (XX,X0) (0 表示 N (X, 
xo) 的 单位 元 )。 根 据 定理 2.1 与 命题 2.5, M| 可 扩充 至 映射 六: 
o't! >X, MPR, HEK 二 OA 是 " "的 一 个 单纯 章 分 。 根据 命 
题 2.3， 上 可 扩充 至 多 : or+1->X， 使 六 (| 天 11 ) 二 xo。 故 
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58 H E $ # a 
e, = DA; (£ ,O00) + S u; (E, Ot) EOC, (S, (X)). 


HBRoC,,., =u, Bw, CB, (S, (X). AZ, z, =w, —z21E B, (S, 
(X)), WWCHEHH Y n>2 的 情形 。 

类 似 可 证 ”三 1 的 情形 。 (细节 留 给 读者 ， 这 时 自然 需 考 虑 到 
换 位 子 群 。) 1 


附 记 ÆiIEM] Ci) hE EHER, lacr, (X, xo), 
有 ZEZ, (S, (X)), E x(Z,)=a, B DL, M a #J [z,] € 
H, (Sa OO) H x+ WAT g n (X, xo)==H,(S,(X)) 
(n=2) Rasim (X, xo) =H (S, (20), 


现在 进一步 过 论 空间 多 的 广义 同调 群 与 同 伦 群 的 关系 ， 

设 交 是 路 径 连 通 的 ,xoEX 。 AFRI T, (X) 一 To(X ,xo), 
HHH, (S") 二 J]， 按 下 述 方 式 规定 其 生 R EH, (S, WE 
0"+1 一 人 /1001>CE2+， 使 Vo 二 po, OC Into"*1 RB.<Ou,) e 
vD ETH 定向 相同 ， 7:B"*! 一 (0) 一 9" 为 投射 (BL E X 


n+1 
2.2), MEE = SL (1), Vot; = D, a>) € Z, (S (S"), 


i=0 

及 ! 二 [zs ”EH,(3") 是 其 生成 元 。 

命题 3.3 iko=[/] Emr, (X), fi(S", po > (X, zo) , fh 
KH:n, (X) >H, (X), E RSSa, WK E — 4 lB] 25, 

证 明 P.S (a) 与 5 的 代表 映射 /的 选取 无 关 。 事 实 上 ， 
设 fg: (Sas po) > (X, xo), H|f,=gIÍ:H,(S") >H, (X), 

其 次 ， 由 于 包含 同 态 1 :C (S, O) >C, (5S(X)) 是 链 上 映射 ， 
则 导出 局 态 

er:H,(S,(X)) >H, (S(X)), q=0,1,2,.", 

易 见 ， 当 7n 宇 2，fx (1) =E, (0) € H, (X), Krp xz! 见 定理 3,2 
的 附 记 。 故 ESE B In] 25. 

同 理 ， 当 7 二 1， 有 = 二 elrx'4 是 同 态 ， 1 
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由 命题 可 知 ， 当 "之 2， 下 图 表 是 交换 的 。 


K 


N 
Ka N Z, 
H, (S, OO) 
MWin=1, HTH OEZ, m (Comm(zm i (X))) =0. 
ARSHAK: 2 (X) >H, (X)。 此 时 , 下 图 表 是 交换 的 . 
ñ K 
m (X) — H, (X) 
`N Z 
KEN /El 
H (S, (X)) 
定义 8.5 拓扑 空间 X 称 为 0- 连 通 的 ， 如 果 X 是 路 径 连 通 的 ; 
路 径 连 通 空间 关 称 为 m- 连 通 的 (m 宇 1)， 如 果 ; (X)=0, 1<i< 
州 。 特 别 地 ，1- 连 通 空间 即 单 连 通 空间 ( 见 工 例 4.1) 。 
命题 3.4 iX E(n-1)-PE A n> W| £ 2 Fj zZ& i: 
C.,(S,(X))—C,(S(X)), 49 二 0，1，2，… 是 链 等 价 ， 因 而 
ea:H,(S, (X) HS(X)), 4=0, 1, 2, ==, 
证 明 设 ac? 一 oo > 是 4 维 有 序 单 形 。 记 BE(o')== 
> (—1) Ugeni a D DZ DV. YY €C, H (S(c*x1)), 其 
j=0 
thui= (u; 0)，v4 二 (Vi;，1)， 知 
OE(o)=o0 Xx (1) — c x (0) 
4 
— TDiBKvo mV my) EC, (S (or XD) , 


( 见 命题 1.5 的 证 明 ,) 
下 面 我 们 对 22>0 用 归纳 法 定义 同 态 
0:C,(S(X))>C, (S, (X)), 


g=0, 1, 2, =, 
D:C,(S(X))—>Cori(S(X)), 


且 具 有 性 质 ， 对 T 二 必 ，0*)E SC(X)， 有 
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Ci) 30T =00(T), HHI O EBERT 

Gi) i90 (T°)—-T°=3D(T!)+Da(T’), 
BH D 是 连接 i0 至 恒 同 映射 的 链 同 伦 ; 

Gi 4T ES,(X)， 则 9(T') 二 7T?, 即 0| S, OO LEAR 
态 

Gv) 存在 映射 :0 x1>X， 使 D(T')==&x(E(0'))， 其 
中 Z, H£ 导出 的 链 上 映射 : 

Cyri(S(o x]))>C;,  (S(X)), 

且 使 得 

T= (lo x (0), 0 x (0)), OCT) = (Elot x (0) ,0 x(1)); 

(v) WT'€S,(X), Ë (u, D=E(u), u€o:, 

事实 上 ， 对 任意 xEX， 由 X 的 路 径 连通 性 ， 可 取 定 映射 (路 
£) es: 了 一 X， 使 c,G00)=x, e,(1)= <o, Pe 3] Hb, Hü cx 是 
ERRI, Ceo (了 1) 二 xo。 设 

To=, 0)ES(X), 02 一 《7001 Y>, 

假设 4 二 0,， 命 

0(T0)—(e, <vo) C Co(S,(X)), e(to)= xo, 

D(To)=(Ë, wiog) ECX), Ev0t) 一 ct 人 。 
容易 验证 性 质 ( i ) 一 (Y ) 成 立 。 

现在 用 归纳 法 假设 对 9-1(4 宇 1)，08 与 D 已 有 定义 ， 且 适合 性 
HO— 0). #ET =E, 0) ES(X) 的 情形 , N 

wT 的 i 向 面 7T1 1 二 (Y; oii), 其 中 g4 =Wo e. V, 
eV E =z|ot-1, FBE, : 09-!XI>X 是 对 TI-! 定义 的 ， 


并 适合 性 质 (iv) 的 映射 。 我 们 定义 映射 < :cs X1->X mF, 如 果 
T ES,(X)， 则 命 E U, D=E U), uCo hu T€ S, (X) ,我 
们 分 两 种 情形 讨论 ，1》 当 49<n， 命 f':0(0 x1) 一 XX 为 映射 ， 
使 得 对 于 4u€0"， 有 二 (40) =ë (u), E (0t x (1)) =x0,č'| 047! 


xI=Ë,. GERZ 定义 中 各 单 形 上 的 接头 问题 。) 根据 命题 的 
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假设 ry OO=0, 9(o* x 了 与 S° AME, 故 可 扩充 至 映射 E: 0 xI 
>X., 2) 当 9 宇 n， 由 于 0 x(0)U9o'xT 是 0'xI 的 收缩 
核 。 运 用 同 伦 扩 充 性 质 (命题 工 .1.3)， 有 了 映射: tx IX, 使 
@Ë|ottxI=ËE, ču, =E u) Wu os, B Ë lotxa 
(agi xI =x, FEX 
OT) = (E lox (0), G° x (1)), 
D(T:)= Ë (Etc*)), 
不 难 验 证 ， 仍 此 适合 性 质 ( i ) 一 (v)， 归 纳 步 又 完成 。】 
结合 定理 3.2 及 命题 3.3 后 的 交换 图 表 ， 便 有 刻 划 空间 半 的 同 
伦 群 与 同调 群 之 间 关 系 的 定理 (参看 [13]) ， 
定理 3.5(W. Hurewicz) 设 X 是 (2-1)- 连 通 空间 , n2>2, WI 
K:n, (X)=H, (X). 1 
定理 5.5′ 设 X 是 路 径 连 通 空间 ， 则 


.个 — x, (X) — 
EF :TI (X) Comm (r, (X3) =H (X), 1 


附 记 ”注意 到 

SX =S (X)ƏS, (XH) D DS, O DS, (XI. 
仿 命题 3.4 的 证 明 可 知 : 

设 x, (X) 二 0, mS, 则 包含 同 态 inti, n:Cq (S, (X)) 
>C (Sn (X) 是 链 等 价 ， 4 一 0，1，2，…。 因而 亦 导 出 
Enri m Hg (Sna (X))=H,(S,(X)), q=0, 1, 2-2, B$ 
别 地 ， 由 im, n=l, no’ in, r 得 到 

g,=e,, IH, ,(S,X))=H,(S(X)), q=0, 1, 2,*, 
如 果 半 是 (n-1) -连通 的 。 


作为 定理 3.5 的 一 个 应 用 ， 有 
定理 3.6 设 X = | 五 | 是 连通 的 可 前 分 空间 ， 天 是 有 限 复 形 . 
如 果 所 是 单 连通 的 ， 且 对 任意 4>1， 刀 .(X) 三 0， 则 和 可 缩 成 一 


62 B 伦 论 基础 
证 明 w T==Xxl, T,=Xx(0UXx UIK'| xI, 
1 一 0，1，2，…。 命 映射 fo: 针 XxX (0)-> 半 ， 使 得 fo(x，0) =x, 
x€ X; 及 上 映射 fiX xaX, EA f, (X x (1)) 二 xo。 
FE n 用 归纳 法 定义 映射 F,:T, 一 关 ， 使 得 Fol X x (0) = 
fo, Fo| Xx 0)=/,, F, [T ,=F,, BW K 698 R4E, VA 
m， 使 得 ,二 了 了， 故 定 理 成 立 ， 事 实 上 ， 估 半 是 路 径 连通 的 ， 对 
于 x€ XX， 有 了 映射 e. TX, 使 得 0: C0) 二 x，cx(1) 二 xo。 于 
是 有 适合 要 求 的 Fo:7o-~X。 共 次 ， 因 X 是 单 连通 的 ， 对 任意 
一 维 单 形 01€ 下 ,部 份 映射 Fol ot x (0) Ua! x (1) U901 x 了 I 可 扩 
充 至 喘 射 ,01xX1>XX, 于 是 Fo 可 扩充 至 适合 要 求 的 Pi: T —>X. 
用 归纳 法 ， 假 设 F, CEEX í>. 由 于 H,(X) =0， 
4>1， 根 据 Hurewics 定 理 知 Z。(X) 二 0。 对 任意 1 HEB JEO" C K, 
aki Faal orx Uo x) 90"XxI 可 扩充 至 上 映射 ，0” 
xI> 针 ,于 是 -1 可 扩充 至 适合 要 求 的 fF.:7T ,一 X。】 


附 记 1。 本 定理 亦 首先 由 W。Hurewicz 给 出 (1936 年 )。 
附 记 2。 本 定理 的 逆 命 题 是 明显 的 。 即 如 果 关 可 缩 成 一 
E, M z, (Xy=0=H,(X), 421. 


$4 mm(S") 与 映射 度 概念 

n 维 球 S" (二 1) 是 简单 而 重要 的 拓 村 空间 。 它 的 同 伦 群 的 
计算 ， 即 5 到 Sm 的 映射 同 伦 分 类 问题 是 有 趣 而 困难 的 问题 。 本 
节 由 Hurewicz 定 理 出 发 ,计算 re (S), 14n n>, 对 于 7 二 
1 的 情形 ， 亦 加 以 讨论 。 并 利用 映射 度 的 概念 解决 了 88" 到 SC 
之 1) 的 映射 同 伦 分 类 问题 。 

定理 4.1 设 Srn 维 球 ，7 宇 2， 则 

mna (S")=0, 1<q<n, 


ma (S")=J, 
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证 明 HID]JI 4.3,20 2 S= n>2, AAHS”) =0, 
1<4<n, 根据 Hurewicz 定理 有 T(S) =0, 1<<q<n, HI S$" 
(n= D-E, iarr =H, S=], 1 

Eaa Hurewicz [RAE 

Se:m,(Sn)=>H, S, 有 (ao) 王 及 (0)， 
jerha=[/]€x,(S"), fiS”, po) —> (S7, Po), tÆH a(S) hA 
定 的 生成 元 〈 见 8 3) 。 

现在 我 们 引进 一 个 十 分 有 用 的 概念 一 一 映射 度 。 它 最 初 是 由 
L+ E, J. Brouwer 在 1912 年 提出 的 。 

定义 4.1 i%7/:Sn-=Sn ER, n=l, i 是 如 83 所 取 定 的 
H, (S") 的 生成 元 , 则 有 fs G) 二 p14, 其 中 整数 p 称 为 映射 了 的 映射 
Æ (或 Brouwer ji #FEE) ， 并 记 p=4eg(/), 

命题 4.2 设 f 二 9g:S"->S”， 则 deg(/)=deg(g), ] 

换言之 ，[f] 一 deg (1) 是 单 值 对 应 

deg :Xn(S*)—>], n=l. 
且 根 据 同 态 级 的 定义 ， 知 deg 是 一 个 在 上 同 态 。 (其 在 上 性 是 因 
为 ， 当 1 二 1s*， 有 deg (f) 二 1]。) 

根据 定理 4.1， 对 于 7 宇 2， 有 H aS 一 万 (0S?) 。 并 注 
意 到 5" 是 7- 单 式 的 ， 从 而 得 到 关于 S$" 到 S” 的 映射 同 伦 分 类 的 基 
本 事实 ， 这 可 从 下 面 定理 看 到 。 

定理 4.5(H,. Hopf) 设 f 与 9 :Sn--Sn ERNES n>). 
则 7 二 g:S” 一 S57 当日 仅 当 deg (1) 二 deg (g9). ) 

从 定理 3.5 “及 命题 4.2， 并 结合 练习 题 I .16， 也 可 看 出 这 个 
定理 对 7 二 1 成 立 ， 但 我 们 另 证 如 下 。 先 作 一 点 予 备 。 

记 S1 二 {zE C] || 二 1，C 是 复数 域 } 为 一 维 球 。 命 P: El>S1 
为 指数 映射 ， 使 得 p (x) 二 e2"'*，xE El, HM: 

p(xXxi+x>)=DpD(xi) * p(x2) 《右边 是 复数 乘法 ) 1 

P(X1) =p (x3) 当 且 仅 当 Xi 一 Xs 是 整数 ; 

p|(0,1): (0,1) >S1— (1) 是 辣 肛 映 射 ， 
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( 见 图 4.1。) 
ka 
. 81 
-一 
1 
pa r 
图 4.1 


5] 理 4.4 设 c:7 一 51 是 映射 ,ac (0) 三 1, 则 存在 映射 r:I->E1， 
tE r(0)=0, pT=0, : 

证 明 因 7 是 某 致 集 , 知 映射 cx 有 一 致 连续 性 ， 即 存在 ó>0, 
只 要 lx 一 x| <ó, x,x' € I, EA |o (x) o (z !)] <2, BZ oc (x) 
与 C(x ) 不 是 S1 上 的 对 径 点 。 于 是 ，7 有 分 割 0= x <xi << 
Xn- 之 Xn 二 1， 使 得 0 将 1 二 [xi ，Xi+1] 映射 至 31 上 连通 鞭子 集 
Ui, I=0,1,** ,n—1, 

下 面 用 归纳 法 来 定义 ， 了 映射 zt: 【0,Xi] >El, Et 

r, (0) =0, pr; =G |[0,x,], i=0,1, "n, 

当 :二 0， 显然 ro 存在 。 

如 Ti OSIK 已 定义 ,考虑 U1 二 0 (11)。 因 Pp 将 p71(U1) 
的 任 一 个 连通 分 支 同 胚 映 射 至 UV;， 记 Vi 是 其 中 包含 T(xi) 的 一 
MEEDE. MA pr :Ui V, 是 7 1V; 的 逆 同 胚 映射 于 是 命 
tit1' [0,Xi+1] 悦 El1， 使 得 

r (x), x€ [0,x,], 


Tip (X) = 
pilo (x), x€ [X í ,Z i +1]., 


则 归纳 步 又 完成 。] 
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BHEE HERRI p BJ E3EPEDUCER 2 £ š pk e hEBQCALIV. 
§ 5)。 且 引 理 4.4 中 的 映射 7 是 唯一 的 。 


现 给 定理 4.3 当 7 二 1 时 的 证 明 。 

必要 性 ” 见 命题 4,2。 | 

充分 性 由 deg:T1(91) 一 了 的 同 态 性 ， 只 须 证 明 ， 设 映射 
f:S1->S1， 使 得 deg(f) 二 0， 则 有 fc:S1->S1，c 是 常 值 映 射 ， 
e(S1)—1, 

首先 ， 不 妨 设 FOS EKE, Ww uc E1， 使 得 p(uy= 
FO) MA f4:51->S1， g f. e= z€ St, t€ I, H 
Ju ffi iSS, ifi (1) 三 1。 

其 次 ， 记 0 二 fp:1I>S1， 知 0 (0) 二 f (1) 二 1。 根据 引 理 4.4， 
存在 映射 5:1 一 E1, 使 得 z(00) 50, pr 二 9。 又 知 pT(1) 二 0 (l) = 
1(1) 二 1， 芭 m=r (1) 是 整数 。 

Mn IE, tEI, E n, G) =r (u) +t£ (u) —tr (u), $ 
中 :1>E1 是 映射 ， 使 (4) =m, uC I, 又 命 fe S1l—S1, 
EI, EA 


{peng (z), 2ES1— (1) 
t=) 
l; z=1, 
其 中 9:S1 一 (1) 一 (0,1) 是 Pp B33 8] Ek ar, 易 见 
f= fo deg(/,) =m, 
根据 命题 4.2, 3 m=0, kf i:S1—>S1 是 常 值 映射 ， 有 
f  (S1) =1, ] 


§5 相对 Hurewicz 定理 


本 节 主 要 是 证 明定 理 5.3， 即 关于 路 径 连 通 空间 偶 〈X ,4) 
的 Hurewicz 定理 。 证 明 是 按 S 3 类 介 的 方式 ， 因 而 有 一 些 琐碎 的 
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细节 留 给 读者 作 复习 时 练习 之 用 , 亦 可 参阅 19484 Ae L. Blakers 
的 文章 [9 ]。 

设 (X,4) 是 路 径 连 通 的 拓 村 空间 偶 , 以 下 取 定 基点 x C A, 

HF ("n, S"n-l) 的 同调 叙 列 的 正 合 性 等 ， 有 

ox: HV SMD =H pa (SI) (J), nR 
则 五 ,(Y”,S"-!1) 中 有 了 唯一 的 毕 成 元 1!'， 使 得 0x(1') 二 1(1E 
H,(Sn), n2>1, WS 3 的 选取 )， 

定义 5.1 iW a=[/]€x,(X,A), Krp f: (Vr, S" p) > 
《 半 ,A ,xo)。 则 我 们 定义 级 (0) =f) EH, X, A), 这 里 及 是 
f 导出 的 同 态 ， 刀 (YY”,S7" -1) H, (X ,A). 

BLK (a) 的 定义 与 a 的 伐 圾 映 射 了 的 选取 无 关 。 于 是 有 单 
值 对 应 

H:n (X, A) >H, A), n2, 

命题 5.1 EKENS. 

证 明 取 《〈Y?",S" 1) haika (K.L), EK 5 Kyk: K 
的 子 复 形 ， |K,| =V:, |K: =V*, it 1'E Ha(V", S1) 的 
代表 闭 链 为 nE Za 7”, S1), BZ z,C C, SKI), ó9z, € 
Ca- (S(|L|)), Z zn 二 zn1 十 Zn2， HP Zp E Cals (IK), 
i=1,2, 

现在 设 c= [f], A= [g] €z,(X,A), n22, hf, g: (V", 
Sn-1 po)—>(X,A,xo), FOTOD sxe=g(725, Arh: (s, St, 
po) 一 (X,4,xo)， 使 得 上 IIVI = V3, h|V:=g|NV*, 容易 验 
证 

h(z,) 一 及 (Znl) 十 天 (na2) 
=f(z,) —Í (2n2) +9(Z,) — g(Z,i), 
这 里 的 f, g 15 hyun Hik ji f, g 与 产 导出 的 链 上 映射 ,而 
f(z,2) +9(2z, 4) ECn(S(A))， 故 
H (a+ B) =F ([h]) =h [Zn] = faln] + galz,1 
=F (0) +H (P). ] 
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以 下 记 元 ,(X, A) 是 zn(X,A) 中 由 一 切 形 如 0 一 0x (a) 的 元 素 
生成 的 子 群 ,n 宇 2( 见 定理 工 .5.6), 其 中 Enn(X,A), n€ x, (A) 
(=z(A,xo)), 当然 ，7n 二 2 时 ，0 一 Tx(0) 意 为 Q+ (me(0)) 1 , 

命题 5.2 naX, A) Cker Fe, n>2, 

证 明 设 a=[f], nx(0) 二 [9j， 知 f,g: (Nn S"! po) —> 
(XX, A,xo》 是 映射 ， 且 f 二 9: (YS"1) 一 (XX,A)。 则 

fx=9#:Hn(V",S" 1)—>H,(X,A), 
故 Ha =R (n (0))。】 


附 记 ”根据 命题 了 .7.7， 当 ?二 2 时 ， 
Comm (1 (X,A)) S z,(X, A), 
~ T (X, A) 
BZ, m,(X,A) 是 Ta(X%,4) 的 正规 子 群 , 商 群 ~ 一 一 一 
zr, (X, A) 
EDRR. mir CX,A)=z,(X,A)/z (X, A), 
n=2, M| & < 3. 且 根 据 命题 5. 2， K 自然 地 给 出 一 
AR, PILER, BI H Aa X, A) >Hp(X, A), n2, 


定义 5.2 ”路径 连 通 的 拓 朴 空间 偶 X, 4A) (其 中 A$) 称 
Am-m m21, Wgn (X,A)=0, 1<i<m, WH 7X, 
AA) 二 Xl (X,A,xo)， 意 义 同 定义 工 .7.1。 

定理 5.5(W. Hurewicz) ” 设 拓 村 空间 偶 (X,4) 是 (mn 一 1)- 
连通 的 ，n? 之 2， 则 

H RX, A) SH, (X, A). 

为 了 证 明 本 定理 ， 仿 照 8 3 作 一 些 准 备 。 

设 (X,4) 是 路 径 连 通 的 ，xoEA4， 记 Sa(X% ,4) 为 一 切 具 
有 下 述 性 质 Ca) 与 (5) 的 广义 单 形 T= (#,0*) € S(X) 的 集 
£: 

Ca) £ 把 0 的 每 个 顶点 上 映射 至 Xo3 

(b) H ot (2 一 1) 维 骨 架 映 射 至 4 中 。 
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设 T" 二 (€,07) €S,(X,A),en—=<uui, n, NE, Mjo” 
RE” Hala”, 30”) 的 一 生成 元 ， 暂 记 作 4o H, FEAR 
具有 交换 性 
F (on ,Oon) xs (007) 
@ — |= 


Xn(0",00") Saa (9007) 


由 于 同调 叙 列 与 同 伦 叙 列 的 正 合 性 ，9x 与 d, 是 同 构 。 根据 
8 3 Hurewicz EM, ALEAR ER, KELASE TERK. 
即 在 rn(c",9c") 中 有 唯一 的 元 素 ， 使 得 它 有 代表 映射 亡 (YV”， 
S"T1,po) 一 (07,007,v0)。 而 fx(1') 二 《4o*>, 此 元 素 暂 记 [0"]。 

命 (T"]=£,([o"n]) € x=,(X,A), Jtürh £, 是 由 上 映射 f 导 出 的 
同 态 ，Xn(0*,007?) 一 xrn(X,A)， 

读者 容易 验证 下 面 的 性 质 ; 

Ci) [7 的 定义 与 了 "的 表示 E0 的 选取 无 关 3 

Cii) 设 9g:(Vn,Sn 1,po)->(ongonyo) 是 映射 ， 使 得 
gx(1') 二 AKo">，4 是 整数 。 则 #9 是 4[79] 的 代表 映射 

(iii) 设 T'"?=(8',0") € S, (X,A), H tt':(0",00")—> 
(X,A), MENET (A, E [T°] =T]. 特别 地 ， 如 果 
E>=E': (0, 0o”, vo) —>(X, A, £0), MAT” = [T"J, 

命题 5.4 BT; ET = (ortl)ESn(X,4) 的 ;向 面 ， 


n222,i=0,1, =, n+1, WMS (~ [Ti] € xn,(X,A)，( 当 


n=2, S1(—1)' [2] & s [T3 . [f] 1. (Ts). [T3) 1.) 


证 明 设 omti= Wot Upp T”ti =(Ë, o”tl) e 
S,(X, 4)。 记 天 与 也 分 别 是 5 对 1 与 on—<uoui D PBU (一 1) 维 与 
(一 2) 维 骨架 ,B= |K, D= Wail Oai LÆNA "n+l 为 顶点 的 
上 上 的 锥 形 ) .由 于 刀 可 缩 成 一 点 pn+1， 故 F D=: DA, p (D) 
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二 xo。 利 用 同 伦 扩 充 性 质 , m =E: (orti, B)—>(X,A), jtrhit 
ŞE tE ECD) =xo. fr TPH = (E, 0+1) T} Te 的 i 向 面 . 吻 
W TPH ESX, A) B. [T] =m | TD, KP nm Em (A) 

MEHE Gi), aa 

了 于是， 和 欲 证 命题 5.4, Ai ENY (- 1: [T ] cx, OX, 
A), =o 

为 此 ， 取 点 PE Into"， 有 拓 杆 映射 Of JE vn41 00”) Mehi 
¥0" F, EA laor 是 恒 同 映射 ， 而 9 (yn+1) 二 p?， 且 对 每 个 单 
JÉ 《vo… Vnt P p 线性 变换 至 《7o…2i ee Da p> 上 ， 
e ien P gy coe. t "Vup>, pp or M THL hyi 
向 面 是 了 :一 (名 ;037)， j n. 

命 E 二 Ep-1:o0">X， 有 0? 二 51，0<i<n, Ë 将 L 上 的 
雏形 p | 映射 至 xo， 因 此 , iü Tiri =(£,cn) € S,(X,A), J# 
HEERA: (07t, doP, vo) >(X, A, x0), 由 cn: (o, 

n vo) —>(X,A, xo Rbt GD , iTi] = [Ti]. 
入 使 得 to 二 #10 一 Into'?) =xo 
i=0,1,*-,n, Mán T/n= (£, cn) C S,(X, A), jim = ee: . 
Vi IDU I 1 Un, TZ = (g, 0r) ES, (X,A), i=0,1, 

如 果 paio")? 是 线 福 变换 ， 使 得 94 voe Á 1 s n> RH 
RER Ep0) =p, WA T= Ep). BF 好 (an 一 
Int ol) =xo J M, Eimi p(o”, 00r, vo) (X, A, zo), ñK 
[Tis] = [T7], i=0,1, n, 

j— Jp, aa, uz AiO”, S po) 一 (07,007,vo) 是 
[en] Exn(o7,00") 的 代表 上 映射, 使 得 fx (1') 二 <o">， H op 
Cpo» 及 上 述 性 质 G) 与 Gi), @ (T4n|=(— D": 
m [T], Hn Cm (A),1=0,1, n, 

最 后 ， 仿 照 定理 2.1 与 命题 2.2， 可 证 ， 当 n>2, U[T¿*,]= 
S [T7]; wn=ə, (T72 =[T22] . [Tf2) + [T43]. 


iuo 
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由 以 上 不 难 推 知 ; Soi T? '] € Z, (X,A), n2>2, Br 


题 5.4 成 立 。】 

为 了 撤 述 的 方便 ， 这 里 先 谈 谈 链 复 形 的 概念 。 这 是 一 个 在 代 
数 拓 村 中 重要 的 、 应 用 广泛 的 瞻 念 。 欲 想 详 细 了 解 的 读者 可 参阅 
[3] 第 五 章 。 

设 C 一 {Co0,}。C 称 为 一 ( 非 负 ) 链 复 形 , 如 果 Co 是 交换 群 ， 
ða :C9q~Co :是 群 同 态 ，49 为 整数 ， 且 当 4 之 0， C0, 二 0, 而 
9， 0, ,二 0, 

此 时 ， 自 然 地 有 Z(C)={Z, (C) =ker 4}, B(C)=(B, (G) 
=Im ð, RZEC 的 同调 群 

H (C) = {H (C) =Z, (C) /Ba (CG)). 

例如 ， 单 纯 复 合 形 天 的 〈 整 系数 ) 链 群 叙 列 及 边沿 同 态 给 出 
的 链 复 形 {Co(K) ，99， 拓 扑 空 间 拓 的 整 系数 广义 链 群 和 叙 列 及 边 
沿 同 态 给 出 的 链 复 形 {Co(S (XX)，04} 等 。 

设 C={Co,06o)，C' 二 {C1,04} 是 两 个 链 复 形 ， 如 果 有 
C¿SC,, 0(=20,| C: 对 所 有 9 成立， 则 称 C' 是 C 的 子 链 复 形 ， 
记 为 C'SEC， 

由 此 导出 商 链 复 形 C 二 {C ,，5,}， 其 中 6 =C,/C,, 

0, 按 自然 方式 导 出 ， 记 o, :| 一 ,为 自然 同 态 ， eo 
有 cs,E C ,使 得 oo(cs) = Ca, MAI (e, 一 oo (0404), 易 见 
C 确 是 一 个 链 复 形 。 

例如 ， 对 拓扑 宏 间 偶 (X，A), 有 和 链 复 形 {C, (S(X)), 0,) 
与 {Cs (S(A)), 87), 后 者 是 前 者 的 子 链 复 形 ; MARAH, E 
{Cs(S(XX,A)),0,), 其 中 Cy (S(X,A4))=C,(S(X))/C,(S(A))， 
由 此 决定 的 同调 群 即 通常 所 指 的 空间 偶 (X,4) 的 相对 同调 群 
H,(X,A), @ 


© 参阅 [1]Y .$3 
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MGE “在 不 至 引起 混 浅 的 情形 下 ， 同 态 9, 与 ov 等 的 脚 
标 q 可 略 去 。 


REAA LAE S.X, A, n 宇 2， 对 任 4 > 0 整数 ， 命 
C. (S, (X, ADAT ES (XX,A) 自 由 生成 (系数 群 为 1) 的 
群 , 它 是 Co (S(CX) ) 的 子 群 。 就 S(X) 的 边沿 运算 9, 有 链 复 形 ， 
@'=(Cç;(S, (A)) ,0); 
On={Ca (Sn(X, A)), 3}; 
@=1C;(S, (X), ð). 
其 中 前 一 个 是 后 一 个 的 子 链 复 形 。 
考虑 四 ,对 钨 ' 的 商 链 复 形 轧 ,的 同调 群 囊 go(S。(X,4))， 罗 对 
@' 的 商 链 复 形 昌 的 同调 群 Hg(S1(X,4))， 我 们 来 建立 下 面 图 表 
中 的 间 态 sn 与 44#， 
H, (XA >H, (S1 (X, A)) 
toe N e; 
A ha ` 
mr,(X, Ay— H,(S,(X,A)), 


MK, TOETER, t M SF SPIB [Fd Rel: 
H,(S,(X,A))=>H, (S, (X,A)); A, HF @, Q'il 
C=(C.( (800); 09) 与 C' 二 {Co(S(A)) ,09} 的 子 链 复 形 ， 这 又 
a SA) 有 CC， 
Juk, Wo: n, X, A) >T, (X, AA ARES. 对 任 意 的 
= T+*€E OC,(S,(X, A)), fr À (e a) = t e [Ti Jer, (X,A), 
BIB, A 如 了 TIES1(A4)， 程 据 引 理 1.7.3 及 [TI] 的 定义 ， 知 
[T?] 二 0 是 7,(X,4) 的 单位 元 。 根 据 命题 5.4， 同 态 4 导出 同 
态 A 
As: H ,(S,(X,A)) >—z,(X,A). 
并 且 可 以 验证 (4) 与 (b) 是 成 立 的 。 


?2 间 伦 论 基 q 

(a) 上 述 关 于 5n， 轨 ， 与 级 的 图 表 是 交换 的 , 即 erR Ag, 
事实 上 ,对 于 T'eS,(X,A),H OT"E C1 (S, (A)) 3 故 T* 
4 代表” 卫 , (Ss( 半 ，A)) 中 的 个 一 同调 类 《<T"”>， 反 之 ，H，(S， 
(六 ,4)) 的 任 一 个 同调 类 都 是 这 样 的 类 <T "> 的 线性 组 合 。 故 欲 证 
(4)， 只 须 证 明 对 任意 的 7 了" 二 (&,0”)ES,(X,A), oo 二 《vovi" 
vn>, EA (K Aa) (<T'>) 二 en(<T">)。 Wihio CE", 如 同 §$3 
关于 生成 元 : 的 定义 中 的 取 法 ， 有 拓扑 变换 r :0” -> 了 ,使 得 ; 
utu’ tE L. u'€aon, WTO =T 于 是 , 知 (7 a’) 


=<", (Er Ja D =E B £r 7, S*-1,po)-> 
(4,7o) 是 oO 三 44<7 > 的 一 个 代表 映射 , 故 
gA, <T'>y=í Í <ory=s, <T ">, 

(b) 4# 是 在 上 同 态 (证 略 ) 

为 了 证 明定 理 5.3， 根 据 (a) 与 (2) ， 我 们 只 须 证 明 : 当 (X,4) 
是 (一 1)- 连 通 时 ，sn: H,(S,(X,A))=H, (X, A), AE, 我 
们 先 引进 下 面 两 个 命题 . 

命题 5.5 RO,AO ERRERA, oE A, fe E pE 
射 PECS (X) >C), RARE D:C,(S(X)) — 
Casi (S(X)), 4=0,1,2,, (E jp—1=D3+əD, 其 中 1: 
Ca (S (X) >C ASX AE BEA, CaS (X))>C  (S(X)) 
为 包含 链 上 映射， 且 适 合 性 质 ， 

(1) WET C S (X), M)|o(T:)=T%, 

(2) P(Ca(S(A))) SC, (Si (A)), 

D(C (S (A))) SEC i (S, (A)), 

证 明 的 方法 参照 命题 3.4， 细 节 从 略 。】 

命题 5.6 说 (%,4) 是 (2 一 1)- 连 通 的 空间 偶 , n>2, 则 存在 
链 上 映射 0 和 ;Co(S1(X)) 一 Co (Sn,(X, A), 及 链 同 伦 D':Ca(S1(X)) 
>C (S, (X)), q=0,1,2, +, 使 得 1'p' 一 1' 二 D'90+9D'， 
其 中 1 :Co(S1(X)) 一 Ce(S1(X)) 为 恒 同 链 映 射 ，7 :Co(Sn(X， 
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4)) 一 Co(Si(X)) 一 Co(S1(X,4)) 为 包含 链 有 映射 ， 且 适合 性 质 ， 
(1) MET ES, X, A, M p (TSTS, 
(2) p' (Ca (S1 (A))) SC; (S, (A)), 
D' (Ca (S1 (A))) ECog+1 (S, (A)), 
证 明 的 方法 参照 命题 3.4 。 注 意 利用 练习 I.12 这 个 事实 ， 其 
中 用 到 安 间 偶 (X ,4) 是 (人 一 1)- 连 通 的 假设 。 细 节 从 上 略 。】 
由 命题 5.5 与 命题 5.6 知 
e: Hasi (X, A) Hn(X, A); 
el: H, (S ,(X,A))=-H,(S (X, A)). 
A WI e, 878; 是 一 个 同 构 ， 至 此 相对 Hurewicz 定理 5.3 证 
1, ] 
推论 5.7 iX, A) n-i- Em H. (X,A) 是 
n-A AR (k an ARB E. 。 则 有 
H:n, (X, A) =H,(X, A). ] 


$6 多 面体 的 伦 型 与 同 伦 群 


如 工 . $6 所 指出 的 ， 设 关 与 Y 是 具有 相同 伦 型 的 路 会 连通 
空间 , 则 Xa (X, Xo) 二 Tg (Y ,vo) ,9 之 1 ,一 般 地 说 ， 具 有 同 构 的 各 
维 同 伦 群 的 空间 不 一 定 是 同 伦 型 的 ， 这 种 简单 例子 可 见 王 宪 钟 的 
文章 [27]】，。 

然而 ， 如 果 此 种 同 构 是 由 映射 f :X-=Y 所 导出 的 ， 即 称 同 
伦 群 的 同 构 “被 f 几何 地 实现 ”了 时 ， 对 XX 与 Y 是 有 限 多 面体 的 情 
E, 则 可 以 证 明 半 与 Y 是 同 伦 型 的 . 19494 J. He Ce Whitehead 
在 [31] 中 ， 对 于 颇 为 广泛 的 CW- 复 形 的 襟 间 证 明了 这 个 结论 

《 见 [2] 第 七 章 定理 3.1)。 本 节 仅 限于 过 论 有 限 多 面体 的 情形 . 
作为 工具 ， 我 们 先 介绍 映射 柱 形 的 概念 。 

EX SY 是 路 径 连通 空间 , f : Z —Y Akif. W= (X x D 
UY ÆZAXx I SY hmi Xx DNY =@) . ÆW 
B, R (x,1) € X x I ij OO H, PR48 BJ R8 26 B] M RA f BJ 


n T È w a a 
映射 杜 形 ， 

确切 地 说 ， 命 :WW 为 一 对 应 ， 使 得 
T(x), x€ X,s=1, 

(x,S), x€ X,0=<s<41, 

pu)= g, y€Y, 
并 记 My —p(W), fEMyrhSs| A “Ritt”, BEM, 成 为 一 个 拓 
HÆR, HPE WW 一 Mj 是 一 个 映射 此 时 ,UGMjy 是 开 集 当 且 仅 
Hp (U EW PERE, 

记 1 EXM, Ei =p(x,0); YM; ER (y) = 
Pp(y)。 可 知 1 与 1' 是 在 中 同 胚 ， 从 而 X 与 了 可 看 成 My 的 B| + 2 
B. EI, M; 是 路 径 连 通 的 

命题 6,1 空间 My 与 也 是 同 伦 等 价 的 ， 且 了 是 My 的 形变 收 
mz. 

证 明 mhM, — My E t€ 1 E h, (p(xz,s))=p(x,(1—s) 
+s), (x,s € X XI; Rh0 =y, 4EY. gih, 是 连接 恒 同 映射 
ho Æ h, 的 同 伦 。 

记 r: My->Y 为 映射 ,使 得 7 (p(x,5)) =F G) , (x, s) € X x I, 
B.r(g)=yv, v€ Y, BI, ri':Y-=Y EERS, H.i r=h 
故 了 是 从 My 到 YY 的 同 伦 等 价 映射 ，Y SM , 的 形变 收缩 核 。】 
由 是 r*:Tn(M7y) 二 Xn(Y) , RIN | X=7/, 知 交换 性 在 下 图 表 
中 成 立 。 


p (x, s) = Í 


An (M) > m, (Y) 
R == 
LN /fx 
Xn (X) 
考虑 空间 偶 (M , , X) 89318 3271] 


dx i* 1* dy 
eeN n (XN) ennl M —x, (Ms, X) — nn (X) 


O 形变 收缩 核 的 定义 ， 参 阅 L1]75 页 
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dy i% J» 
we eem (X) —n (M;i) —n (M , , X) —0 
的 正 合 性 ,可 知 fai Nn O 过 Xn(Y) ,n 二 1,2,…, 当 且 仅 当 
TaM, X= 0, n=1,2;, "e. 
定理 6.2 J. He Ce Whitehead) 2 X= |K| 5 Y= |L| 为 路 
径 连 通 空间 ， 基 中 天 与 了 是 有 限 单纯 复 形 ， 如 果 有 了 贞 射 f:X>Y, 
使 得 f Tim a (X) =m, (Y), n=1,2,=, MU) /是 同 伦 等 价 。 
证 明 不 内 一 般 性 ， 可 设 7 是 对 与 而 家 的 单纯 映射 ， 因 
为 否则 可 用 一 个 与 f 同 伦 的 单纯 映射 来 代替 它 。 由 于 图 表 


7 
f Y 
— ..— 
的 交换 性 及 命题 6.1 ， 只 须 证 明 X 是 My 的 形变 收缩 核 ， 
记 K" 与 上 "分 别 是 复 形 与 L 的 n ER faf] K": 


>E, M, ,为 户 的 映射 柱 形 , 考 虑 My 的 子 集 P,=X U My ， 
U | 全 ,a2>—1, EA 
XSP EPoCPIE“ ECM, 

现在 我 们 对 7 用 归纳 法 定义 ，P; 在 Mi 内 的 形变 映射 ia: 
P,—M;, 0<t<1, 使 得 hi (P) SX. EHER, #, G) 
hacl X EX EERS; Gi) h catia tl 也 一 Pt。 

HE, n=- 1., AM; EKZEM BJ, Pa = XU (b, ), 
其 中 b, 是 工 的 顶点 ， 将 5 在 My 中 路 径 连 楼 至 关中 有 即 可 得 适合 
要 求 的 形变 hi，0 过 上 < 去 1 

HEK, 设 对 某 一 个 Sun #EP,-1 上 已 定义 形 变 hen_1) t? 
0 < 二 < 1 适合 上 述 要 求 。 明 显 地 ，Ps 二 Pw-1U UM ,) U 
( r+) ,其 中 for=flo":0"*>f(0"), 记 Bsr=0"UMj,.， 


ntler 


M 


r 


Ufot) CM, ,， 其 中 foor 二 fl90":90"->f (007). 易 见 rrt 
=r" A Pais B.a=M, , n P, ,. WA f ta ip, x 不 
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同 的 My 。 与 rz"+1， 其 公共 部 分 只 能 在 Pai REM attr 
均 为 Ps 的 闭 子 集 。 因 此， 根据 归纳 法 的 假设 ， 欲 证 有 适合 要 求 
的 形变 js: P, 一 Mr，0 委 上 入 1， 只 须 指出 ; 

(1) 5"*! 上 的 恒 同上 映射 的 部 分 同 伦 hcn-1) el 05"*! 可 扩充 至 
EE Eit =M; 0st, fE Gr 对 XX 。 ERE, 
根据 定理 假设 m. (My,X) 二 0， 利用 练习 1.12 即 得 。 

(2) My,， 上 的 恒 同 映射 的 部 分 同 伦 cn_1) | Bor 可 扩充 至 
同 伦 74: My aMi 0<t=<1,l0 (M, SX .事实 上 ， 
对 0 三 i 过 1， 命 h1:9(0"xD)->Mj 为 映射 ,使 得 hb) 二 
hen- P (0), 3p Pio" xI>M]; ,为 映射 柱 形 定义 中 的 自然 
映射 。 知 :是 的 部 分 同 伦 ， 使 得 1(0(o" X17)) SX。 根据 定 
HBR, An (My,X) == 0 ， 角 ,可 扩充 至 p 的 同 伦 71:0* XI 一 
My ，0 芭 上 二 1， 使 得 (ac* XD) 忆 X. 然 而 p jc*X7 一 9 (o" x D 
是 一 一 对 应 的 映射 ， 故 有 适合 (2) 中 要求 的 同 伦 no Em =n, 

归纳 步 又 完成 . 

最 后 ,由 于 天 与 志 是 有 限 复 形 , 必 有 整数 四, 使 Pam 王 My .因此 】 
前 述 性 质 的 形变 he: My->M) 的 存在 表明 X 是 My 的 形变 收缩 核 .， 

利用 HHurewiez 定理 ， 相 应 地 可 考虑 在 同调 论 上 的 结果 。 

定理 6.3 X= |K| Y= |L 是 单 连通 的 (路径 连通 ) 空间 ， 
其中 下 与 工 为 有 限 单纯 复 形 ， 如 果 有 了 映射 1 :XX 一 Y， 使 得 fx: 
Ha (X) 二 Hn(Y)，n 二 1,2,…， 则 f 是 一 个 同 伦 等 价 。 

证 明 iM, r :Mj 一 YY 如 命题 6.1 所 设 ， 知 rx:H,( My) 

~n.(Y)， 且 交换 性 在 图 表 


T% 
H (Mi) — H, (Y) 


i ~、 /fx 
H , X) 


hy, Hi: XM; yy tu uki CanmfPr2k) , 
HAARR M, XO 的 同调 叙 列 的 正 合 性 及 定理 Ë Uz, A 
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H,(My,X)= 0, n=0,1,2,-, W X S Y R B EAM, 有 
m (M; ,X)= 05 TaM, X) = 0, 7 二 2,3,…。 肖 次 用 相对 
Hurewicz 定理 5.3， 知 TnMy,XX) 二 0，7 二 2,3,"…。 因 之 适合 
定理 6.2 的 条 件 ， 故 f 是 一 个 同 伦 等 价 ，】 

作为 定理 6.3 的 应 用 ， 我 们 有 下 列 推论 。 

推论 6.4 设 X= |K] 是 单 连通 的 (路 径 连 通 ) 空间 ,其 中 下 
是 nn 维 ( 有 限 ) 复 形 ，7 宇 2， 如果 Ho(X) 二 0，2 < q<n, 
则 关 与 某 宏 则 W =S" VV VS" 具有 相同 的 伦 型 ,其 中 WW 表示 5 

s 

+ n HEER S" 仅 在 一 点 相 接 触 的 和 空间 , 33 s= 0, WRR 

证 明 {fk Hurewicz 定理 3.5 及 假设 ,有 Fo (X)= H ,(X)=0, 
1<q<n;K xm,(X)=H,(X)=Z,(K)=-J +. OI. z, (X) 

= 

的 一 组 生成 元 〈 s 个 ) 的 代表 映射 ， 易 见 有 了 上 映射 / W. X, 
使 得 SeH W.) 二 有 Hg (X), 9 二 1.2,…。 显 然 W, 是 单 连通 的 。 
故 由 定理 6.3, / 是 同 伦 等 价 。】 


$7 同 伦 群 的 直 和 分 解 定理 

Š 3 的 Hurewicz 定理 提供 了 计算 某 些 空间 的 第 一 个 非 雳 同 伦 
群 的 方法 。 本 节 给 出 同 伦 群 在 一 定 条 件 下 的 直 和 分 解 定理 ， 以 便 
王 在 某 些 情况 下 的 计算 . 

在 氢 述 主要 事实 之 前 ， 先 作 一 点 代数 上 的 准备 。 


命题 1.1 设 0 A Bp5 C 0 EIHEA,B, SC ERS 
9 与 了 组 成 的 正 合 叙 列 ， 旦 0(4) 包含 于 B 的 中 心 内 ， 共 中 0 为 
gE. M 

(1) 4 是 交换 群 ， 

(2) B=AGC, 如 果 下 面 两 条 件 中 任 一 个 成 立 : G) 存在 
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同 态 xX:C 一 已 ， 使 得 zx=1( 恒 同 ) :CC Gi) 存在 同 态 少 : 卫 
一 4， 使 得 如 =1( 恒 同 ) :4 一 4， 其 中 个 表示 群 的 直 和 。 (EF 
交换 情形 也 称 交 积 , 但 在 本 节 均 采用 下 和 的 符号 ，)》 

证 明 (1) 显然 成 立 。 

(2) 只 证 (i)。 对 于 (i) 的 情形 类 似 ,请 自己 证 .对 于 b€ B, 
因 z(xr(5) 尼 "1) 二 1 (单位 元 素 ), 有 aE 4, 使 得 9 (a) =xr(by+b 1, 
HJ b—0(a-l)syr(b), # O(a) 二 x(c) , W 

e=zvryx(e)=tr0(a)=i, 

于 是 由 于 86(4) 在 83 øh, B=) xC), W 9 与 X 为 在 
中 同 构 ， 故 B=AG@C.1 

下 面 分 别 介绍 几 个 同 伦 群 的 直 和 分 解 定 理 。 

定理 7.2 设 (X,A4) 是 路 径 连 通 空间 偶 ;A 是 XX 的 收缩 核 @ ; 
i: A—X E 48, aS MA n2>1 E ii AnA) —z, (X) 是 在 
中 辐 构 ; 当 1 宇 2 时 有 Tn(X) =n (Ayr T (X, Ay, 

证 明 命 7:X 一 A 是 保 核 收 缩 映射 , kay i = 1 H): (A) 
>n, (A), n21, Am 2 是 在 中 同 构 ，y* 是 在 上 同 态 。 

如 7 宇 2， 根 据 (X,4) 的 同 伦 斤 列 的 正 合 性 ， 有 dxTn (X, A) 
=i! (0) 三 0， 从 而 得 到 正 合 叙 列 


i | 
0->mr (A) Sn (X Sn, (X, A) 0 n22, 


及 yx:Tn(X) 一 Xn(A)， 使 yxis 二 1。 
故 根据 命题 7. 1 中 的 结论 (82)， 有 
Tn(X) An (A) Or, (X, A), n=2, ] 


附 记 显然 此 时 mX, A) ERRAR. 


定理 7.3 设 (X,4) 是 路 径 连 通 空间 偶 ，xoE A, R.A #EX 
内 可 缩 成 一 点 Xo (rel xo), MARHE he: (A, xo)—>(X,xo) t€ I, 


@ 人 参见 [1]68 页 。 
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使 得 ho 二 i， 有 (A) 二 xo。 则 当 7 宇 1 时 有 :Xn(4) 一 Xn(X) 是 
RAR n> 时 有 Ta, A) =X) OT A. 

证 明 “n>, :,=0 是 明显 的 。 

设 n222, kA R A EB HEF ke | k(A) 
>X, RKO TA EREE EARI], 知 dain (k(A),A5 
= 1 (A) ,n>2, 

ELIB oTa (A) 一 Xn(X,4) ,使 得 0 二 日 dx! ， 其 中 
H,:zm,(K(A), A) >x, (X, 4A) 是 由 日 导出 的 同 态 ， 7 之 2。 易 见 
dw 二 1 QE) :on_1(4)>An_1(4) 这 里 d,:m (X, A) >T (A) 
是 边沿 同 态 . 于是， AERAR 

0 — z, (X) IE z, (X, À) A) 0 (n>2), 

RO: Ana (Ann X, A) ,使 得 d,o=1,. 

BARHAM. PRE), A 

Tn(X, A) =A, (X) DTn1(A), n>2, 

注意 ， 当 7 二 2 ht, RTX, 4) 一 般 不 是 交换 群 ， 但 利用 
推论 工 .7.8，jx72《(X) 包 含 在 Tmn 4) 的 中 心 内 ， 故 命题 7.1 的 
条 件 成 立 。】 

定理 7.4 设 (X,4) 是 路 径 连 通 空间 偶 ,xoE4， 且 愉 可 形变 
至 4 内 (rel xo)。 即 有 形变 同 伦 hi: (X, x0) (X, x0), tEI, $43 
ho(x) =x, EX, Rh (X) SA, M n1 时, ixi EnA) >X) 
是 在 上 同 态 ; n>2FF, AnA) =n (X) Dx, (X, A), 

证 明 34 n2>21, W Ta=[/] €xz,(X), J h fiS, po) 
—(X,xo), Mola) = [h fl€zx,(A), BEE o(a)B)2E X apy 
代表 映射 f AEREE, Hon XANA 是 一 个 同 态 ， 及 
人 0 二 1( 恒 同 ) 0n (X), (X), 由 是 ix 是 在 上 同 态 。 

RnS, Z ERRER E ARFI 


d, Í 
0 — Anti (X, A) > zm ,(A)—> rm,(X)— 0, 
及 Qo! (X)— Z. (A), 使 得 ii% 二 ]。 根 据 命题 7,1 中 的 结论 
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《5)， 有 
ma (A)==z (X) Or, (X,A), n>2. 1 


附 记 在 定理 7.3 与 7.4 中 假设 的 同 伦 h, 是 对 基点 xo 
的 相对 同 伦 ， 这 是 为 了 证 明 的 方便 ， 并 非 本 质 的 要 求 。 一 般 
情形 可 参看 胡 趟 桢 的 文章 [20]。 


定理 7.5 设 XX 与 Y 均 是 路 径 连通 空间 ， 则 
An XXY) A (XDAn(Y), n>1, 
其 中 关 xY 是 XX 与 Y 的 箔 卡 儿 积 空间 @， 

证 明 SUL X xY 是 路 径 连通 的 。 不 妨 取 xoEX, vo € Y, 
(xo,yo)EXXY 分 别 作 为 关 ,Y 5 X xY 上 同 伦 群 的 基点 。 记 
pii XxY—>X, p: X xY—>Y 是 自然 投射 , 即 对 于 (x, 人 EXXY, 有 
Pi1(X,y) 二 %, Pp2(X,9) 一 J。 又 记 们 :XX 一 XXY ,1s:Y-> 久 XY 是 内 
射 ， 即 对 XEXX,yEY, 有 (Xx) 二 (x,yo)，i2(Y) 二 (x0,Y)。 知 

pixil#* 二 1( 恒 同 ) iz, X) (X), nl; 

pasta = 1G(H Diz (Y) (Y), nèi; 

Di.sl2 = 0; p. ti  =0, 
因而 pi 1 (Xx Y)-=m (X), px 1 XXY) >n, (Y) 是 在 上 
BJ < lm (X) (X XY), izpi AY) >A, (XXY) EEP 
RH n=l. 

对 acx,(XxY), ñr x(a) = (pik (0), Pox(0))E m, (X) 
Dra (Y), 得 到 同 态 x; (X XY) >n (X) Ora (Y), n>21, M 

(1) XY 是 在 上 的 。 事 实 上 ， 对 hE Xn(X), VETY), ju 
=i (B) +is V) Cr, (X xY), 4 

x(a) = (Pisti aB+piriosy, Doli B+ pa is y)= (B,y), 

(2) x 是 在 中 同 构 。 事 实 上 , 如 果 对 0 三 [ 门 Ern(XxyY) ,有 
x(9) 二 0， 共 中 f:(S”,po)>(XXY,(x0,Y0))s A Pis (Ga) =O, 


O ”定义 见 [1131 页 。 
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px (a) 二 0。 于 是 
pif =0(R E): (S, p )->(X,xo); 
paf 一 0( 常 值 ) : (S, Po) —> (Y, Y0). 
不 难 定义 连接 了 至 常 值 映射 (相对 于 基点 ) 的 同 伦 , 故 c 三 0。 
总 之 ， KAn XXY) =n X) DEn), n21, 1] 


附 记 1.， (Idg lina X) Dan =n XXY), 
n=l, {4 x t8, y) =i (8) +i, (y), 
附 记 2. 用 数学 归纳 法 不 难 知道 定理 7.5 对 任意 有 限 个 
空间 的 积 空间 成 立 。 
例 7.1 记 二 维 环 面 了 2 一 "1 xS1， 因 而 有 
ni (T;) =z  (S1) BA (S) ~ JB 
Z (T,)==z, (S1)@0r,(S1)=0, n>1, 
(H n>, m,(S1)=0, WIV $ 6. ) 
— thb, mHE T m=S1Xx xS, m>2, 有 
m 


Alw eDI 3; 
— M, 
m 
Zm (Ta) = 0, n>1, 


设 关 与 Y 均 是 路 径 连 通 空 间 ,xo€ X,yo € Y 分 别 是 其 基点 。 
在 拓扑 和 空间 XUY ( 设 XNY 二 2) 中 ， 将 点 xo 与 yo 等 同 ， 所 得 
的 商 空间 记 为 XVY， 称 为 X 与 Y 在 一 点 相 联 的 空间 ， 它 也 是 路 
径 连 通 的 ， 

空间 XVY TRAZA Xx Y 作为 其 子 空间 ， 事 实 上 ， f 
9:Y VY->X XY 为 映射 ， 使 得 
(2,Y0), z€ X, 


0 (z) = f 
{x0 ,2), zc Y, 
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易 见 ，8 将 XV Y 拓扑 映射 至 Xx (go) U (xo) x YC Xx Y E, 
定理 7,6 X, Y5 XVY 如 上 所 述 ， 对 ?之 2， 有 
m (XVY) A, (X) Dan Y) Daa (XXY, XVY). 
证 明 juji:iX—XVY,j Y >XVY ABER. oT, 
VY) >na X VY) 为 间 态 ， 使 得 w(o) =i P14# 0) y D2 (a), 
其 中 aE z,(XVY), pix 与 p24 的 意义 见 定理 7.5。 由 于 
bs711* 二 11+， 0.72* 二 i2*、 有 
Ow (0) = 04 (Fixp1# (0) + jz#p2r (G) ) 
= pix (G) + Iz Ipo Í (G) =X! (X00)) =o, 
HP 0.0 二 1 (ER): (XXY) >n, (XxY), 
考虑 (XxY,XVY) 的 正 合同 伦 叙 列 。 因 9; 为 在 上 同 态 ,有 
正 合 氢 列 
0>Ant1 (XXY, XVY) $: a, XVY) Š z, (XXY) >0, 
Kot (XXY) >n, (XVY) 14 001 m Nne 2, n (XVY) 
是 交换 群 。 
故 根据 命题 7.1 中 的 结论 (5)， 有 
Xn(XVY) An (XXY) DAnt (XXY,XVY,) f 
= (X) Oz, (Y) Ox, (XXY,XVY), 


n=2. ] 


附 记 定理 7.6 对 7 二 1 时 一 般 不 再 成 立 . 相 应 的 结论 可 
参阅 1 4] 第 二 章 练习 4 4， 


作为 应 用 ， 我 们 有 
推论 7.7 记 W=S?*V5，p 宇 2，I 宇 2 则 
z (SP) DA (S), 1<n<p+q-1, 


" m (SP) Om, (SP) DI, n=p+q-1, 


证 明 H SxS 与 W 是 单 连通 的 ， 且 
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0s 1 和 72<p 十 4 一 1， 
H, (S*xS*,W) =f 
J, n=p+q-—1, 
根据 推论 5.7, 即 得 到 
0s 1 委 0<p 十 4 一 1， 
Ti (S xSt,W) 一 
J, n=p+q—1. 


故 由 定理 7.6 即 得 到 本 推论 。】 


例 7.2 gy 
Ta (S2V S3) == 
ge IDII C NV. 8§4); 
例 7.5 设 X= | K| 是 单 连通 的 (路 径 连 通 ) 窄 间 ， 基 中 
KK 是 n 维 有 限 复 形 ， n>2. # Æ H ,(X)=0, 2<q<n, H. 
H,O RA s<1, 则 
f7 (Spe "Oral (Sm)， 1<4<2n—1, 
ma (X) = 4 


~ 


laan 1 (8™ )@- "Pran (SOIP ‘BD, 


. G 


其 中 ( 3 )= a D 。 


证 明 ”根据 推论 6.4，X 与 突 间 Ws, 二 S"V… VS" 具有 
— 
s 
相同 的 伦 型 。 下 面 对 s 作 数学 归纳 法 ， 计 算 Ta (Ws)，2 志 9 
=<2n—1, 
3 二 1， 显然 。 
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B f $ ə&£ m= 


s 一 2， 由 推论 7.7 即 知 成 立 。 

下 设 s>3, A Ws 二 S"VW。_1。 根据 定理 7.6， 得 到 
Aa (Wa) = (S")Dzm (W ,_ BDAor (S XW, W,), 
q>2, 由 于 S"X W, SW, 均 是 单 连通 ， 根 据 推论 5.7, 
有 


Typis” xW,_, „W a) =H + (S" XW s-i Wa) 


p 0=<q<2n—1, 
J@--. OJ, 4q=2n-1, 
— aae” 
s—1 


(不 难 从 直接 计算 看 出 ，》 
按 归纳 法 假设 


mge S"), 2=<=q<2n—1, 
` 一 


m (W ,_,)= 3 一 1 
To(S 7) 四 … 申 ro (S") DID eD, 
Ne aal A 
s—1 s—1 
(7°) 
q=2n—1, 
故 


AgS DeD (S), 2=<4q<2n— 
So — 


Xo (W ,) = s 


m (S")@ DT (SPIJO, 
S s 
(2) 


归纳 步 又 完成 。] 
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$8 三 联 组 同 伦 群 

宏 闻 同 伦 群 的 性 质 有 不 少 是 与 同调 群 相似 的 。 例 如 伦 型 不 变 
性 、 叙 列 的 正 合 性 等 。 然 而 ， 为 什么 对 于 像 可 剖 分 空间 、 巷 至 如 
% "这样 简 单 的 空间 ， 其 同 伦 群 也 无 法 (至 少 目 前 是 这 样 ) 完全 计 
算出 来 呢 ? 1951 年 A。 工 。 Blakers 及 We S+ Massey 指出 ， 同 调 论 
中 适合 的 “ 截 去 性 质 ”- 在 同 伦 论 中 一 般 是 不 成 立 的 ， 这 是 它们 
的 本 质 区 别 之 一 [10]。 

例如 ， 因 5S3 u 0 C72xS72)|ElJE, 0 (72 x 72) =72 x 072 
U9Y2?xY2。 我 们 记 A=V2 x072, B=072xV?, 4 C= 
ANB 与 环 面 S1 x SE. 

由 于 Xo (4) =n (S1) =0,q2>1, 73 (S3) =] R (S3, A) 146 
氢 列 的 正 合 人 性 ， 有 rs (S3,A)==J, mE S? 中 取 开 和 集 U， 使 得 吕 
Cit A, R.C A —U 的 形变 收缩 核 ， 则 

Ta (A—U)= Ag(C)—=0, q>1, 
Xxg(S3—U)~Ag(B)=0, 4>1, 
而 据 (S3 一 0，A 一 U) 同 伦 手 列 的 正 合 性 ， 知 
zm Í, (S3—U, A—U)=0. 

故 包含 映射 1: (S3 一 U, A 一 U) 一 (S3, 有 4) 并 不 导出 同 伦 群 之 
间 的 同 构 ， 即 蕉 去 性 质 不 成 立 。 

本 节 将 简略 叙述 A. L. Blakers 与 W. S. Massey 所 提出 的 三 
联 组 同 伦 群 的 称 念 。 它 在 一 定 意义 下 ， 可 用 米 估 计 截 去 性 质 在 同 
伦 论 中 成 立 的 限度 ( 见 扒 论 8.5)， 由 此 概念 所 展开 的 许多 结果 ， 
请 读者 阅读 [10] 。 

设 X 是 路 径 连通 空间 ，A，B,，C 二 ANnB 寺 &Y 均 是 XX 的 路 会 
连通 子 空间 ， 取 xoEC。 双 设立 ”VTS 10", SI 1 
Ss :与 po 等 如 工 .8383 和 8$5，7? 关 2 


© 参见 [3] 第 一 章 $ 3 公理 6. 
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记 Ma(X A,B,xo) ={J |f: 077,817,851, po > (X, A, 
B,xo0) EIRA), rn(X A,B) =0,(X, 4,B,xo) 表 示 Mna(X，4,P， 
xo) 中 就 映射 的 同 伦 关 系 f 二 9: (7, S1, S17 Po) > (X, A,B, 
xo) 所 分 成 的 同 伦 类 的 集合 。 又 记 
Dri={ (t,t2, t) € V"|t; 20), 
DI={ (t ta, ta) € V [t2 <0). 
引 理 8.1 当 1 之 3， 对 对 QE An( 尖 ,A,B,xo)， 则 存在 0 的 
代表 映射 1' 与 1 ”， 使 得 f' (DY) 二 xo 二 1” (D), 
证 明 RAES BEEE, KUETE I 的 情形 ， 记 
SiP ={ (t,t2, tn) ESI 1t 0), 
Si ={ (t,t2 ,tn) ESI It >00}. 
Fi? = { ty... tn) ESTS ASET |t,>0) 
=S AST 
H fiC", SiT), SET! Po) > (X, A,B, xo) 为 0 的 代表 映射 ， 
令 ao:S""?->C， 使 得 a0 二 11S""*， 易 知 有 同 伦 a S" ?>C， 
€I, 使 41(F1-!) 二 xo ( 见 命题 了 .2.2 及 定义 1.3.1). Ab 
Fr?>C， Eb, ,—=a,|F:2, t€ T, 
记 co 与 01 :S17! 一 4，do t di :SIT1— B, IE ei (SiO = 
Xo 三 di (S12), co=f| S17, do=f]S1:). RERED AE 性 质 
(命题 TI .4.3), 不 难 知 道 , 存 在 同 伦 eisi A, di:S11 IB, 
EI, i e Fib, =d, F 
W giS USTA, E4 g Si =C gt Sa, 
及 e0:S1 1->A 为 eo 二 /1S4 !， 知 go 二 60|S17!US"”?, 再 由 同 
耸 扩 充 性 质 ，9: 有 扩充 同 伦 e:S4 1 一 A,，tEL, 
类 似 的 方法 ， 如 记 ho 二 有 1S'-1:S""1->B, 亦 有 同 伦 hS? 
>B, E4 hS =de, h,|S=2=a,, t€ 1, 
ñ io=f|Di:Di>X, iD >X, EÑ i (Diro 及 同 
Éj Sip U Si X, E4 jel Sip =C jel Si 5d, tE, 
利用 同 伦 扩 充 性 质 ， 便 得 到 ji PA i DiX, 
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dnit ke: DIU SX AA fg, t€ I, HB 8 k i|D:=i,, 
kisi Senki S =h, ,根据 同 伦 扩充 性 质 , 有 同 伦 f1:Y" 一 
XX，tE1T， 使 得 fo 二 f,， fa PIUS =k. 
故 命 fi fii (VS 82 1, po)—>(X, A, B, xo), E 
f>=f': 607", S} !1,S!7!, po)—> (X, A, B, xo). 
而 f' (DIT) =o. ] 
定义 8.1 in>3, 对 4 二 [有 与 6 二 [9g] ET, (X, A, BD), 其 
th f (D1) =xo=g (D}) . f h: (V7, S47, S1}, po) >(X,A,B, 
xo) HRA, Eth DiS SDI, h DI=F DI, WRITE 
a+p= [h] Era (X, A,B), 
易 见 , “+” R m (A.B) 中 的 一 个 运算 ， 
还 可 看 出 ，rn(X,4,B)， (23) 对 上 述 运算 作成 一 个 群 ， 称 
为 关于 (X,4,B) 的 第 7 个 三 联 组 同 伦 群 ， 
事实 上 ， 记 
I= 12 tn) € En|t,=0, 0S4 <1, 


i=], n=l}; 


Fgm?) = fa, stein) € In"1 |t2 < 


_ — 1 
F$” t= CEREA € I" [ta >- P 


J" =81" —Int Ir i, 

则 如 命题 I 5.2, ARAY, HB. Hk — P T EREA 
P (Fi) =S, PFS, 

PEARED, Eg ih (P, FUT, 
Fg", J") (X, A,B, xo) 的 同 伦 类 集合 对 相应 的 “十 ”组 成 
群 ， 因 之 上 壕 za(X,A,B) 对 “+” 作 成 一 个 群 ， 

注意 , "4 n=2, x (X,A,B) 是 指 一 切 映 射 ; (V2,54, 51，po) 
> (X, A,B, xo MEERES. 

与 .$5 类 似 ， 有 下 面 的 命题. 
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命题 8.2 Úe X,.,A,B,C 如 前 所 述 ，xo,x1 EC, 及 EEx(C， 

Xxo,X1)， 则 
Ex#'Tn(X,A,B,x) =n (X, A,B,xo), n>3. ] 

这 是 对 于 路 径 连通 空间 的 情形 ， 三 联 组 同 伦 群 记号 中 可 省 去 
基点 的 原因 ， 

命题 8 .5 3 n>3 时 ，XAn(X,4,B) 是 交换 群 。 

证 明 浪 虑 "中 的 旋转 同 伦 74: (VV",po) 一 (VY ",po) t€ I, 
使 得 对 于 (i1,t2,…,tn) CV, Æ Telti ,ta, 1) = 1,14, 0, 
t) 而 

t? =t; cos ir — tsin trr, 


ti =t sin tm+L,costm, 


E? =ts, 
titne 


4 n>3 时 ， 有 T1511) 二 S71， riS) =s, 及 
ri (Di) =D", r (D*) =D}, 
其 余 同 定理 工 .3.! 的 证 明 方 法 类 似 。】 
附 记 “一般 mX, A, BIRERE, 见 后 面 例 8.2， 
现在 ， 我 们 来 定义 关于 三 联 组 (X,4,8) 的 同 伦 叙 列 (基点 均 
为 YoE C) 
,| (X. A, B) Dtm, (A,C) > (X, B) 


| 2 
oR (X A.B... > (X, A, B) 


J , 
x] (A,C) oA (X, B). 


其 中 0#， i% 与 jx 的 意义 如 下 ， 
Ci)》 取 定 拓扑 变换 0: 立 "一 SS? ， 使 得 0(po) 二 po, 0 (0S7") 
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=S NS =s, (T=DtiN Sr, 07") =D tiN Ss, 

ix a= [F] Enti (X,A,B), n2>1, #: h f: (Zt ,4,0°, 
Po) 一 ( 半 ,A,B,xo)， 知 1S?: (S71,S'T1,po) 一 (A,C,xo)。 命 
x(a) = [FS] ETA, C). 

易 见 3, (a) ELE a 的 代表 映射 了 的 选取 无 关 ， 如 ?之 2，6#* 为 
群 同 态 ， 称 为 三 联 组 (% ,4, 有 ) 的 边沿 同 态 。 
Gi) 包含 映射 (A. C x) (X, Bto HEER 
ix Nna (A.G) >n, (X, B). 
4 n2>2, ix 为 群 同 态 ， 称 为 三 联 组 (X,4,B) 的 包含 同 态 ， 

Gii) 取 定 映射 9: C7", S" 1) 一 (VYV",S"T1) ,使 得 oS’) 
=Po. 而 p| STT e STT ST g ST 
-SP iS SiT eS] AEE 同 胚 ， 且 9 一 1 GH 
同 ) : (VS 一 (VS X 4 n>3BF, oDi 三 局 19 (Dz) 
cD: (参看 命题 TI .5.2 RRI r), 

iwa=[/f] €z,(X,B), n=2, 其 中 f: (7*,S"[| 1 po) > (X, 
也,xo)， 知 jp:(V SS 1,p0) 一 (X,A,B,xo)。 命 jx (0) 二 
= [fo] Exn(X,A,B)。 易 见 jx (G) 的 定义 与 的 代表 映射 了 的 选 
23 m3, j 为 群 同 态 ， 称 为 三 联 组 (X,A4,B) 的 截 去 同 

定理 8.4 Ei = 联 组 (X,A,B) 的 同 伦 叙 列 是 正 合 的 。 

证 明 (1) 设 9:(91 S" l po)>(A,C,xo), PIER, 
9 AYERI f: (Viti. St,S".p—>(X,A, B, xo) 的 充分 必要 
条 件 是 ， 存 在 同 耸 映 射 g :(S;,S" i) (X,B) tC 1, 使 得 

Ci) go=g, 9,|S" :=g|lS" 55 

Gi) gi1(S*) SB, 

由 此 知人 氢 列 在 rn(4,C) 处 是 正 合 的 ，n 之 1。 (比较 引 理 7.13 及 练 
习 工 .12。) 

(2) i&a=|[/]€xz,(X,B), 4 f: (V, S", po) >(X, 

B,xo). # f(V")SA, ABRA 1(5”!1)SC， 易 见 此 时 jz (a) = 
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[fe] =0€z,(X, A, B), KZ, W is(0)=0, ig g=: V", 
S41 00) 一 (X4Bxo). 则 9 一 9:(V 9 1,po)—>(X, 
B,po), KpE 9’ 适合 : 9 (VDE4,， g (ÑY2 CB, g's 
三 g|S 一 :。 进 一 步 ， 有 9 一 9 (VS 1,po)->(X,B,po)， 其 
中 映射 9 EA g OTEA, giS, AA, aCi, 
C), HERRIE z. (X, BDAEES H, n2>2, 

C3) it a= [S] Ex, (X, A,B), 3p f: (V7, S171, SE}, 
po)>(X,A,B,xo), E 3s) 二 0。 因 之 有 同 伦 fasi, 
S 2,pi)>(A,C,xo), t€ T, Eš fo=f|S*1,fi(St'1)=xo, 
对 于 部 份 同 伦 fels, te I, 运用 同 伦 扩 充 性 质 , 有 g (S27, 
po)-~>(B,po)，iGE7T， 使 得 g = /|S* 1, 

@ F, ,:S"—-AUB WAE, t€ 1， 使 得 F, ,| SY 1=/,, 
F,|S" 二 gt。 摆 由 同 伦 扩 充 性 质 ， 存 在 同 伦 了 1:Y"->X,tET， 
使 得 Fi 二 f。 Wm ES = fiS We jala 

EZ, Hea=[f]€x,(X,B,x o), Hp fi", S", po)—> 
(X,B,xo), M| fg:(SN2, S171, S17, po)>(X, A, B,xo) 代表 
Jalo). M fes D= xo, WZ fe|S* 1: (Sit, ST, po > (A, 
C,xo)# Ta A, OPRET CRM) , HU gk7x(a) 二 0。 

由 此 知 叙 列 在 z, (X, A, B)Ab AE IE SB, n22, ] 


附 记 本 定理 的 儿 列 亦 称 为 三 联 组 (XX, 4,B) 的 第 一 个 
同 伦 鬼 列 。 因 为 ， 类 似 地 还 有 正 合同 伦 氢 列 ， 即 三 联 组 (X， 
4,B) 的 第 二 个 同 伦 叙 列 


ES , 0 k o .- 
... Tapi (X,A.By——z, (B, C)—x,(X, A) 


r? , 
7 类 


ð n 
I*r, (X, A, B) žr (X, A, B) 


34 i% 
— (B, C)—nx; (X, A), 
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推论 8.5 设 (X,4,B) 是 三 联 组 ， 且 X=AUB, C=AñB, 
则 包含 映射 i: (A.G) (X , B) SHE 
igi Tal A, C) AT, (X,B), n> 2 
的 充分 必要 条 件 是 :Tn(X,A,B) 二 0，n 宇 3 及 jeta (X,A)=06 
z, (X,A,BDB), 
证 明 是 明显 的 。】 


例 8.1 fE E3 hik X=S2, A=S?，B=S?,，C=AnNn 
B= 二 Si1，xo 二 (1,0,0)。 由 于 A 与 8 是 可 缩 成 一 点 的 空间 , 2 
A: H nS3, Apl(A, C) =n (51) =0, HZ, 由 定理 8.4， 

An X, A,B) =n, (X, B) =7,(62), 1>3, 

例 8.2 在 E3 中 了 到 Di 二 {x€ E3||x—xo[|<1), D;= 
{xEE3|]x+xo] <1}, 4# xo= (1,0,0). ig X=D;, UDa, 
它 是 有 公共 点 (原点 ) B9 Pi 4 = Hë pR Ik Bu KAS 
(—(x<€0X|x 220), B—=(xC€0X|xs=<0), 取 原 点 为 基点 。 

由 于 Xn(XX,B) 二 0，7n 宇 2《B 是 XX 的 形变 收缩 核 ), 得 到 

Ox:Ts(X,A,B)~=7,(A,ANB), 
及 din (A, ANB) =x; (ANB) CA 是 可 缩 的 ) . 
m (4 站 忆 不 是 交换 群 ( 见 练习 工 .17) ， 实 际 上 还 可 证 明 它 是 
由 两 个 生成 元 自由 生成 的 群 ,可 见 ra(X,4,B) 不 是 交换 群 ， 


§ 9 Freudenthal 同 纬 像 


同 纬 像 的 概念 ,最初 是 由 H. Freudenthal 于 1937 年 在 计算 某 
些 球 的 同 伦 群 时 提出 来 的 。 正如 1950 年 Je H. Ce Whitehead 在 
[32] 中 所 指出 过 的 ， 同 纬 像 的 方法 是 计算 空间 同 伦 群 的 有 效 的 方 
法 之 一 、 本 节 简 单 介绍 它 的 定义 以 及 同 三 联 组 同 伦 群 的 关系 。 对 
于 在 同 伦 论 中 重要 的 Freudenthal 同 纬 像 定 理 的 证 明和 留待 V.§ 6. 

定义 9.1 设 X 是 路 径 连通 空间 , A, B, C—= An Ba Z 是 X 的 
路 径 连 通 子 空间 ， 且 4 与 已 在 自身 内 可 缩 成 一 点 xoE C。 易 知 
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dx: Nn (A. C)=zr, (C), n=l, 
Paini OO An (X, B), nzil, 
其 中 dx 5 js 分 别 是 (4,0) 与 (X,B) 同 伦 叙 列 的 边沿 同 态 和 截 去 
同 态 (T. SD. f E= Jp isda Ap (C) =m i (X), n>. ME 
巨 为 从 C 到 X 的 同 纬 像 同 态 ,其 中 ix Tny (A, OTni (X,B), 
即 三 联 组 (X, A, BD 同 伦 叙 列 中 的 包含 同 态 。 
具体 地 说 ， 同 纬 像 同 态 瑟 的 几何 表示 为 ， 记 St =S U 
S, SPSI Srt, 设 0= [J1Exn(C)， 其 中 S:S”, po) 
一 (C,xo)。 因 为 A 与 是 可 缩 的 ，f 分 别 在 S11! 与 Sr: 上 有 
扩充 映射 Fr:S't! >A, F_:S"t1->B, TE fr F:(S*f1 p.) — 
(X,xo)， 使 得 FIS1t1 = ，FIS*t1 二 F_。 则 是 五 (0) 的 代表 


pk 3, 
命题 9.1 iW X,A,B 5 C aE X9.1. *HEW8m>2, 下 述 三 
条 件 是 等 价 的 : 


Ci) n&m, zm,(X,A,B)=0; 
GD 341=n=m—2Əh, Ein, (O) =r} (X), 

4 n=m—1], E:m, (C) 一 Tn+l(X) 为 在 上 同 态 
(Ciii) 3 2=n=<m-—1, ix Inl, C) =T,(X, B), 

4 n=m, iy Ap (A, CO >T (XX,B) 为 在 上 同 态 。 
证 明 ”注意 图 表 


‘>ANn42(X.A, BD — 


i 
Taşi (A, C)— x, (X, B)—> xr, (X, A, B)—-=+- 
= | dy <TR 
[a =t 
的 交换 性 ， 命 题 不 难 从 三 联 组 (X,4,B) 的 同 伦 叙 列 的 正 合 性 得 


H. l 
重要 的 情形 是 ， 当天 一 Se 4 一 S4+1， 有 =S?+， 知 C= 
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二 S7+1NS*11 二 S"， 则 同 纬 像 同 态 E Tp (ST) Tny (St), 
即 是 H, Freudenthal 最 初 引 和 大同 纬 像 概念 的 情形 ,并 且 在 [15] 中 
作 了 证 明 。 

定理 9.2(H. Freudenthal) i% E:mp (S7) >n, (StI), 
m 之 1 是 同 纬 像 同 态 ， 则 

Ci) 3 1<n<2m—1 BF, E 是 同 构 ; 

Gi) 34 n=2m-1 bF, E 是 在 上 同 态 。】 


附 记 ”本 定理 称 为 “粗略 ”的 同 纬 像 定理 ， 因 为 进一步 
还 可 研究 ， 当 7 二 2m 一 1 时 同 态 的 核 ， 及 当 7 二 2m 肝 同 态 
EE 的 像 的 情况 。 所 得 结果 称 为 “精细 ” 同 纬 像 定理 ( 见 [2] 
或 [321)。 


由 命题 9.1， 易 见 定理 9 .2 等 价 于 下 述 定 理 。 
定理 9.3 三 联 组 (S”"+1, Sit, S"+1) 是 2m- MH, 即 
zm (S”*1 Sl, S11l)=0, 当 n<2m, 


本 定理 的 证 明 见 [10] .】 


§ 10 J: He C- Whitehead 乘积 


EX E. 8423863622], EX., 19414 JeHeCeWhitehead 
在 [3 中 中 引入 了 同 伦 群 7, (X%,xo) 之 间 的 一 种 运算 ， 它 对 研究 
空间 的 拓扑 不 变量 同 伦 群 等 的 性 质 起 着 重要 的 作用 。 即 对 于 
aEnpl(X, Xo), BEna(X, Xo), Æ [0,2] Erp+g_1(X%yxo) 称 为 
0 与 的 Whitehead FR, JÆ, A.LeBlakers 和 W.S+Massey 
便 作 了 推广 [11]。 本 节 仅 叙述 狭义 情形 的 定义 及 其 基本 性 质 。 

先 作 一 点 预备 。 为 方便 ， 我 们 记 

P= { (ti, t2, tn) E E” |—1<ti <1,i=1,2, e,n}, 


AE n H C DERIER, 
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i= {Eta tn) EV"|i,<0}, 
02={ (t,t2,° ,tn) € 9"| ,20), 

它们 在 上 述 同 胚 下 分 别 是 下 5 T; 的 像 。 

与 命题 工 .3.1 相 类 似 ， 对 n 宇 1， 存 在 映射 9n: (37,08") 一 
(S?,p0) ,使 ?将 32 一 982 同 胚 映 射 至 S” (p9) , Be (01) =S*, 
gI (02) —= S, 

Upp, q: (0P X81, 0P x30? U IOP x GT) — (SP xS, SP VSS) 
Hki, ME Pp, a,r) = (Pp), Pg (9))， 其 中 (4,v) € 9P xir, 
SP VSI =S8P x (po) U (po) x S°, 

`j no,aq: 人 这 X00 Uo OV), 098?+9) 为 
IERI, (E fp,q (42,9) = (ti, tp, ti, t4) ,其 中 二 H, e, 
tp ED, v= (t,e, 12) C 02, 

双 记 ra:S?-~>09?+1 是 从 原点 出 发 的 投射 〈 同 胚 ) 。 命 

Po, ai (SP+9-1,po)->(S2VS9,poXpo) 为 映射 ， 
使 得 9p,a 一 gpya e Qp. | POPES o Toggi» p, 421, 

定义 10.1 设 X 是 路 径 连 通 空 间 ，xoEX。 又 设 ao 一 [ 力 E 
mp (X,xo), B= [g] € xa (X, xo), p, 9 之 1， 基 中 f: (SP,po) > 
(X,xo), g:(S%*,p|a) >(X,x o), 记 fV g: (SPVS%, po Xpo)—> 
(X, xo DA, E 

(fVg9)(y,p) JG), ESP, 

GVI PoE, IES", 
于 是 命 [a,B] = [(fVg) .Pp,q] € zpaq-1 (X,x0) , 称 为 a 5 B ËB) 
Whitehead 积 。 

易 见 [&, 月 的 定义 与 a,P 的 代表 映射 f 与 9 的 选取 无 关 。 

命题 10.1( 左 分 配 律 ) 设 01 与 42€ Xp(X,x0)，PBE x;(X, 
xo),p2>1, W] 

[ui +02,P] =[a ,,B)+ [a; , B), 

证 明 设 fif: (SP, po) > (X, x0), g: (8°, po)—>(X,x0), 

分 别 是 ol a2, BARR , E Si (SP) 二 xo 二 f2(S3)。 命 1 (S?， 
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po) 一 (XX,xo)， 使 得 |S? 二 f11S?，f|S? 二 fs1S?。 根 据 定义 有 
[f] =a; +02, 

记 0:S8+9 1->92+9 1 为 观 射 ,使 得 对 ( 妇 ，… ,yp Ypa) € 
SP 100 ypy ,Vp4a) = (Y1, "t, Yp—-1:Yp+a, Vpt» *°°5 
一 yp)。 因 7 之 1，p 十 9 一 1>1， 易 见 9 二 1 (异同 ): (SP*€-1,po)—> 
(SP+9-1,po) (只 须 在 空间 ?+1? 中 作 一 个 适当 旋转 ) 。 

根据 Whitehead HEX, [a +82,8], [21,2]; [a,,B)2y BJ 
由 映射 h=(fVg)f?p, 0, h = (fi Vg) fp,g0, hs= AVO) Pp, 00: 
(SPr9-1 po) —>(X, xo) FEE. FÆ, Fy =U, Yp s 
yp+q) C SP, BI Ypa >0, 有 

h()=(fVg9)9,,4 (1, Yoi» Ypraryptis", — Yp) 

=(fV9) gp;g * Np |092t 4. yypaq-1 (Mio Ips 
Yp+a, Vp+1 6, — Yp) 
=(/Vg) - op. (mA 00+) Cyl, ee, Yt, 6. YS +40) 


(ys =0) 
=(f V9) 9p,a (u,v) 其 中 LE GE 
三 (fVg)(gp(D go) e (uy6€ S+ 
=(f1 V) p, W) 
=h (y). 


EBE, APES, A AU) Shy), SE. K 
[a +03, 8] = [A] = [k1] + [k2] = [0 , $] + [22,8].] 
类 似 可 证 下 面 的 命题 。 
命题 10.2 右 分 配 律 )” 设 %€ Xp(X,x0) ,Pi 与 by E ma (X, 
zo), 4>1, UI 
[a, Bi +82] = [a, f1] +10, 82].] 
命题 10.5 i ac z, X, Xo), BE ma(X,xo), p+q2>2, WI 
[a, 8] =(—1)*" [8,0]. 
证 明 记 p:S?1"!1->St+4 R Ete 中 的 线性 变换 ,使 
得 对 于 J 二 (91 ,ypyYpt1 "Vp4g) ESPA) = (pil; 
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,yp+q1y1，"…,Yp)。 由 于 线性 变换 的 行列 式 为 (一 1)**， 易 知 
[Pj 二 (一 1)??91p4q_1; 这 里 1p4q_!1 是 Tp4g_1(S?1-1) 有 J is 
映射 所 决定 的 生成 元 ， 

i fi(S?,po)—>(X, x0), g: (S*,po) > (X, so) rE a 5 0 
的 代表 映射 ， 对 于 y= (i,t, Vp Ypi", Yopa) ESI, # 


(fF VDPpsa Df Vo psa Nz (1,01... Yaa) 
=(f V9) (9p (4) ,90(v)), 
Hh u= (yi, yp EP, v= (yh, 8. ET, 
OVP Paso PO = (gVf)pa r yl Ipar yt IL 91) 
=(g9Vf) (Pa), Pp (1)), 
可 见 
[FV al =V ap el. 
故 
[2,8]=(—1)*°[B,a] Enprg1(X, xo).] 
显然 ， 命 题 10.2 可 从 命题 10.1 与 10.3 推 出 。 
命题 10.4 IESi, xo) > (X, yO ARS MIFE z,(X, 
Xo), PE Ra(X, Xo), P,4>1, # 
felo, B) = [fy fap] E Tptai (Y, Yo). 
其 中 f, im l( X, x0) >2n(Y 90), n21 JH f SEKAR. 
证 明 是 明显 的 .】 . 
命题 10.5 i@eacx,(X,xo), PC z X, zo), WWl[a,0] =0 H 
充分 必要 条 件 是 ,存在 一 个 映射 F:S*x5S'->X ,使 得 F |S? x(po): 
(St po) >X, xot a, Fipo) xc:(S po) 一 (X,xo) 代 表 
Añ. 
证 明 充分 性 ” 设 映 射 下 适合 要 求 ， 则 有 了 映射 六 :82+*->X， 
使 k=F. gp g。171，。 _ 
记 h=h|Ə0W*+:;:004t2 X, BB [h] = [0,8]. WWW h nf 
扩充 至 ， 故 [9,B] =o, 
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必要 性 iZ f:(5?,po) 一 (XX,xo)， g: (S°, Po) >(X, xo) 分别 

A a 与 有 的 代表 映射 。 则 
h=(f Vo pp, as n3! 00+ 00 +X 

可 代表 [2, 月 Exp+4o-1(X,X0)， 因 [4, 月 二 0， 知 和 可 扩充 至 映 
射 h:8?1:->X。， 由 7p,g 等 的 作法 ， 存 在 映射 :5? x SX, f# 
F Pp, * 1z! =h, F |S?VSt= fVg, 自然 地 ,，F1S?x (Po), 
F |(po) xS DRR a 与 6 .1 

定义 10.2 设 EXA,(S?,po),0EXAo(XX,xo)， 分 别 有 代 表 映 
射 f: (S”",po) 一 (S?,p0) ,9:(S?,po) 悦 (X,xo) , 则 命 %* 二 [gf] € 
m. (X,xo) , 称 为 4 与 的 合成 。 

B hh a EHEHE, a 的 代表 映射 +，9 的 选取 无 关 ， 且 显 
然 有 0  ¿=g, (O). 

推论 10.6 iZ ac Xp(X,xo)，BE Xo (X,xo), p,q21, 使 得 
{a,b 二 0。 则 对 任意 EE x E, NETS), m, n>1,# 

[a.+£#, Ben]=0, 

证 明 因 [e,Pj 二 0, 有 了 映射 F:S* xS X, E F |S? x (po) 与 
F |(po) XS 分 别 代表 a 与， i 

设 f: (S”, po) —> (SP, po), g: (S°, Po) > (S1, po gal Z 与 
7 的 代表 映射 。 命 G:3" xs7" 一 和 为 映射 ， 使 得 

G(u,v) =F(f (WH) 9)， 其 中 (由 ES x< Sn, 

易 见 GIS"x (po),G |(po) x S" 分 别 代表 az; 5 Ben, 根据 命题 
10.5， 立 即 得 到 


[a"5， 有 1] 二 0。】 
练 J 工 
1. ERARE ARR) , 证 明 命 题 3,3。 ( 见 $3.) 


2. 设 X 是 路 径 连 通 空 间 ; XE 为 映射 hX 一 S1 
GE 站 是 同 伦 , 使 ho=pf, 其 中 为 $4 的 指数 映射 证明， 存在 
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玲 一 的 同 伦 f i XEL, t€ I, ER pf ,=kh,, t€ 7 (E BRNE 
性 质 ， 见 8 1, ) 
3. 证 明代 数 基本 定理 izZf(G)= z + azl + — + 
antin 是 复 系数 多 项 式 ， 则 Se) 总 有 复 根 。 
[提示 ， 考 虑 9(z) 二 z"， 利 用 定理 4.3.] 
4. 验证 命题 5. 6, 
5. 设 天 为 有 限 、 连 通 ( 单 纯 ) 复 形 。 证 明 ， 天 与 S1 具有 相 
HEW, HERA 
G) m Os; 
Gi) m (K)=0,  n=2,3,4, 
6. 下 是 (mn 一 1)- 连 通 的 有 限 复 形 ，n 宇 2， 证 明 
Xon( |K| x IK|, IK] V IK|) 
| =H (|K| x [K], KI V KI), ` 
其 中 区 | V 区 | = IK] x (o) U (vo) x IK] ,vo 是 K 的 一 个 顶点 。 
7， 设 (X,A,B) 如 $8 的 三 联 组 ，C 二 4NB8，xoEC。 证 明 
m, (C, to) ÆT (X, A, B) ERER, 123. 
8. 设 (X,A,B) 如 § 8HE, H BSA, xoE B, WEB 
Nal X, A, B, £o) Tn (X, A, £0); n>3, 
9. izxe€ B<cA=X, 记 
i: (A,B, xo) —>(X,B,x0); 
jJ: (X,B,xo)>(X, A, xo), 
k: (A, xo, xo) —> (A,B, xo) 
均 为 包含 映射 。 今 dk:Tn(X,A,xo) 一 nr_1(4,B,xo) 为 同 态 ， 使 
Hd, =k da ,其 中 ds:Tna(X,4,xo) 一 Fn_1(4,xo) 为 边沿 同 态 ， 
EHTA ERIE EAH: 


` 
. 
. 


ma 1 (X, A soin, (A,B 0) Sr n(X,B, Xo) 


Jx 4, d, . 
> xz (X, A ,x0)— =. .>A (A, B,x) ”( 接 下 页 ) 
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S$ r (X, B, xo) Sn (X,A,xo), 
10. 设 X 是 路 径 连 通 宏 间 ，xoEXX。 记 SI1 VX=51x (xo) U 
U (Po) xXcSlxX, MSX= (S) x X) /S1 V X 称 为 空间 X 的 局 
iR, DoS x X SX 为 自然 投射 。 
(i) jEHJ, Hn 20, S(Sn)a Sntl, 
(ii) 对 "= [f] €z,(X),f:(S",pa) > (X,xo) fh Sf:Snt1-, 
SX 为 映射 ， 使 得 
(Sf)o'(¿,u)y=o(t,f (u)), 
其 中 (t,uyC€SlxSn o!:SlxSn—>S(Sny—=Snt1 为 自然 投射 。 
证 明 S40) = [S] HI] 25% 
Spin X) >ATn41 (SX) 
(比较 定义 9.1) 。 
11. 设 X 是 路 径 连 通 空间 ，CX= (XX 有 /XX(1) 称 为 XX 上 
的 锥 形 。 证 明 ， 
(i) kij Si X>Y ERRA, MERA FADER CX E 
Gi) XX 是 可 缩 的 ， 当 且 仅 当 半 是 CX 的 收缩 楼 ， 
Gii) CS 1 Yr, n=l; 
(iv) SX==GX/X (W10). 
(比较 映射 柱 形 构 念 6， 同 纬 像 概念 一 一 题 10.) 
12, 设 X 是 路 径 连 通 空间 , Xo € X, EEn (X,xo), n€ 1 (X, 
xo), G€ z, (X,xo), m2>1, EB: 
G) [#,n)=£.n . £ l. mlcecDxi(X,xo); 
Gi) [a, 纪 二 (9) 一 0E T, (X, X) ,其 中 4 的 意义 见 工 . S 4. 
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[内 容 提要 ] 


设 XX 二 |K| 是 有 限 多 面体 ，Y 是 路 和 众 连 通 宏 间 。 i M(X,Y 
二 {fj :XX 一 Y 了 是 映射 }，7( 半 ,站 ) 表 示 M (X, Y ) 中 就 映射 的 同 伦 
关系 了 =f':X— Y 所 分 成 的 同 伦 类 的 和 集合。 借助 于 空间 XX 与 Y 
的 不 变量 进行 计算 xX(X,Y) 的 问题 ， 是 拓 扩 学 中 极 重要 的 ,一 般 
而 言 ， 又 是 极 困难 的 问题 。 | 

从 I 与 I 已 知 ， 当 X= 二 S"，Y 是 7- 单 式 的 宏 间 , 则 (X,Y) 
与 同 伦 群 ru (Y) 成 一 一 对 应 。 特 别 地 , 当 工 三 ”可 利用 Brouwer 
Arka, ERAR E, H AEA. BA 
射 的 同调 不 变量 〈 映 射 度 ) 刻 划 了 映射 的 同 伦 关 系 。 

与 此 同时 ，1933 年 H. Hopf RRT n 维 复 形 环 "到 S” (BJ Y 
= 的 映射 同 伦 分 类 问题 (18) . 19374 H. Whitney 用 上 同 

调 语言 重新 闻 朋 Hopf 的 结果 【33] 。 

1940 年 ,S, Eilenberg 将 讨论 推广 到 一 般 有 限 复 形 F n-A 
式 空间 工 的 映射 同 伦 问 题 ， 并 提出 了 逐步 扩充 的 “ 阻 得 方 法” 
[12] 。 这 就 构成 了 本 党 的 中 心 课 题 ， 

映射 同 伦 问题 是 映射 扩充 问题 的 重要 特 款 〈 见 例 1.4) ,所 以 ， 
本 章 首 先 把 同 伦 群 及 共性 质 应 用 到 映射 的 扩充 问题 ， 然 后 逐步 展 
开 。 

Š 1 通过 例子 说 明 扩 充 问题 的 广泛 性 ， 并 概述 了 以 下 各 节 将 
要 用 到 的 Eilenaberg“ 阻 碍 方法 ”。 因 而 亦 是 本 章 的 3 引导。 

8 2 介绍 映射 : KY 扩充 的 阻碍 链 与 阻碍 类 的 定义 及 其 
性 质 ; 而 8 3 通过 差价 链 性 质 的 讨论 ， 证 明了 描 壕 阻碍 类 与 适当 
的 扩充 映射 之 间 有 密切 关系 的 Eilenberg 扩充 定理 。 这 是 阻碍 理 
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论 中 一 个 重要 定理 (12). 

$ 4 中 运用 映射 扩充 的 讨论 方法 , 引 人 形 变 链 与 形变 的 概念 ， 
证 明了 Eilenberg HREM. 

$ 5 是 当 Y 为 1 一 1) -连通 宏 间 时 的 特别 情形 ， 因 而 包括 了 
Hopf 的 分 类 定理 。 共 中 介绍 了 映射 的 最 初 阻碍 类 与 特征 类 等 概 
念 ， 它 们 在 进一步 研究 中 也 是 重要 的 工具 。 

最 后 有 两 点 说 明 ， 

1. 本章 所 述 的 映射 扩充 与 同 伦 分 类 问题 都 是 对 可 齐 空 间 偶 
(K,L) 到 而 襄 ， 并 采用 单纯 前 分 的 方法 。 (当然 ， 如 利用 胞 
腔 复 形 的 知识 ， 是 有 方便 之 处 的 ， 请 参阅 [41 或 (6)。) 

2. 本 章 将 用 到 以 一 般 交 换 群 为 系数 群 的 上 同调 群 的 若干 知 
识 。 请 参阅 (1] 或 [3]， 


$1 映射 扩充 问题 

号 射 的 扩充 问题 是 拓扑 学 中 主要 问题 之 一 ， 它 在 代数 拓扑 以 
及 拓扑 在 其 它 数学 分 支 的 应 用 中 经 常 以 各 种 形式 出 现 。 

所 谓 映 射 的 扩充 问题 是 ， 设 X 与 了 是 拓扑 空间 ， A X BJ2F 
ZFA, g: 4 一 了 为 映射 。 问 是 否 存在 映射 了 :X- 一 了 ， 使 得 
1 14=59? 


例 1.1 设 P(z) 是 复 系数 多 项 式 ， 记 2 为 算数 平面 
C,={z€E?2|llz||=r>0}; D,={zEE?|Ilzll<0}. 易 见 ， 
对 充分 大 的 r>>0， 有 了 上 映射 9:C: 一 EE? 一 (0)，, 使 得 9(z) 二 
p (2) ,已 EC,， 则 对 于 是 否 存在 9 AI E S SiD, >E 
(D) ， 即 为 代数 基本 定理 回答 的 问题 RII. 3 ). 这 种 
问题 的 一 般 形式 是 零点 的 存在 性 问题 ， 

例 1.2 设 FCY， 问 卫 是 否 分 割 yo 与 YEY? HJ 对 映 
射 9:91>Y， 使 9(0) 二 yo，9(1) 二 y1， 问 是 否 有 扩充 映射 
f:1->Y， 使 (DD 与 不 相交 ? 
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例 1.5 (X, O ERIE. MRAD E E a 
W, AXA, 24 i ERRA 1: AA ir ER 
射 r: 半 一 4。 显 然 ， 在 此 时 ， 对 任何 拓扑 空间 Y， ph 射 9:4 
一 了 ， 均 可 扩充 至 X 上 ， 

例 1.4 设 X 与 Y 是 拓扑 宏 间 , f 与 9:X 一 了》 是 映射 , 且 是 
同 伦 的 (定义 I .1.1)。 BE T 8k EC :Xxà3I-Y, 使 得 
G(x,0) 二 f(x)，G (x,1) =g(x), x€ XX, 有 扩充 映射 F:XxI 
>Y, 


由 于 在 同 伦 论 中 经 常 是 就 映射 的 同 伦 类 来 考虑 扩充 问题 ， 因 
此 我 们 需要 引进 下 面 的 定义 ， 

定义 1.1 设 A 是 拓扑 宏 间 XX 的 子 空间 ， t: AX 是 包含 喘 
射 。 如 果 对 任何 映射 9:4->Y， 存 在 上 映射 :XY， 使 得 fi 一 g: 
A 一 Y， 则 了 称 为 9 的 同 伦 扩充 。 一般 地 ， 对 9 是否 有 如 此 的 
存在 ， 称 为 同 伦 扩 充 问 题 。 

定义 1.2 设 关 与 4 如 定义 1.1。 如 果 对 于 任 一 个 映射 f :X— 
Y 的 部 份 同 伦 H:AxI->Y, 使 得 H (x,0) =f (2), x€ À, 都 存 
EHHI OC] H:XxI—Y, EH (x,0)=fG), x€X, MPR 
(XX,A) 关 于 空间 Y 具有 局 伦 扩充 性 质 ， 简 记 HEP。 进 一 步 ， 如 
(X, 4) 关于 任何 拓扑 空间 Y 具 有 同 伦 扩 充 性 质 , 则 称 ( 关 ,4) 有 绝 
对 同 伦 扩 充 性 质 ， 简 记 AHEP, 

AAI. TAAA CK, AD 具有 绝对 同 伦 扩 
充 性 质 。 

重要 的 是 ， 设 (X, 和) 关于 Y 了 具有 同 伦 扩 充 性 质 、 则 本 节 开 始 
提出 的 映射 扩充 问题 仅 依 顿 于 映射 9:4->Y 的 同 伦 类 〔 复 习题) ， 
即 等 价 为 同 伦 扩 充 问题 。 

本 更 讨 论 的 映射 扩充 问题 即 是 限于 可 剖 窄 间 偶 〈 攻 |， 四 )， 
其 中 与 为 有 限 ( 单 纯 ) 复 形 ， 上 是 上 的 子 复 形 。 为 方便 起 见 ， 
以 后 复 形 天 (或 工 等 ) 亦 代表 空间 KI (或 IL] 等 ) ， 我 们 讨论 的 方 
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法 是 逐步 扩充 法 ， 

设 (K, 工 为 有 限 复 形 偶 ，Y 是 路 径 连 通 宏 H. j K" 为 天 的 
n 维 骨 架 ，K ?二 LK"， 易 见 ， 对 于 上 映射 9: 工 ->Y， 有 

G) g 有 扩充 映射 go: K0—Y; 

事实 上 ， 只 须 对 于 任 一 个 顶点 vEK 一 L， 任 取 gow) EY 即 
T. 

Gi) go 有 扩充 映射 g: K1—Y, 

事实 上 ， 对 于 任意 一 维 单 形 c1 E 无 一 工 , 因 节 是 路 径 连 通 的 ， 
goldo! 有 扩充 上 映射: 01 一 Y, 

m mHE nel JEK” EBRD EIn Bj] g, 是 
否 可 扩充 至 映 S Ini K Y? RARE, 9 是 否 可 
PEER SKY, E E E k m<n, # f| K "= 
Inl K"? 

运用 上 述 深 步 扩充 的 方法 ， 得 到 KK * 上 的 映射 ,n 二 0,1,2,*…， 
站 至 遇 上 扩充 的 “阻碍 "为止 。 因此， 这 种 方法 亦 称 “ 阻 碍 方法 ”. 
它 最 初 见于 1940 年 S Eilenberg 的 文章 〔12] 。 


§ 2 映射 扩充 的 阻碍 类 

以 下 ， 我 们 总 假定 了 是 nr- 单 式 的 路 径 连 通 Z 间 ，m 二 1,2， 
3…， 及 yo EX 为 共同 伦 群 的 基点 ， 

先 作 一 点 予 备 。 

forti 为 (十 1)- 维 定向 单 形 ,nz1; Jort aH, (0ont1) 
[=H,(0s"nt1 万 一 刀 的 生成 元 , 记 作 《ac?+1>。 了 到 拓扑 映射 6:S” 
->00?t1， 使 得 9,(!1) =t, AE EH, (SAER, I 
H.$ 3. XH Af fasrtiiðorti >Y, A f'=f, Í Í Ü 1901 Sn— Y, 
根据 推论 I .4.9，f ' 决 定 Tn(y) 二 Tn(Y yo) PEHR, 记 作 
《json+l>E7rn (Y), 

容易 验证 ， 

G) <f5or+1> 与 适合 04.(1) 二 <00t1> 的 拓扑 映 射 0 的 选取 无 
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X; 

Gii) iM fagt+1=930" +1100" tY Waert D= gaat. 
转 别 地 ,foor+1 二 4 ( 常 值 ) 00t! Y Gk R 3SCrHb, Jast 可 扩 
充 至 映射，o"t1->Y) 的 充分 必要 条 件 是 <f sar+1> 二 0E xn(Y)， 

Gii) 如 fr "+t! 二 一 0"+1， 即 取 相 反 定 向 的 (n+ 1) - 维 单 形 , 则 
forrti>—=—<fyrrt1>, 

Ii o" 为 n 维 定向 单 形 ，7 宇 1, 并 将 其 顶点 排 一 个 顺序 ,使 

此 时 的 有 序 单 形 0, 代 表 的 定向 即 0"。 对 于 映射 f slon Y ,使 得 
fer(00") 二 yo， 记 T"= (fer, 0 ES O). 根据 定义 .2.2， 
ASe [T] ET, O). MAA H.2.4 R 2.5, £p DL 

G) <f s> SEA AERA on 顶点 顺序 的 选取 无 关 ， 

(让 如 ?77 二 一 0?， 则 <frr>= 二 一 《for>。 

于 是 ， 有 下 面 的 命题 。 

命题 2.1 ikot g (n 十 1)- 维 定向 单 形 ，n 宇 1, o; 是 0 "+! 
的 1 维 定向 面 ， i 二 0,1,…，7 十 ]。 又 设 f5or+1:00"t1->Y 是 一 
个 映射 ， 且 把 ontl poi) -HER RRITE vo, W 


n+l 
<fasr t= D lot, or]<f6:>€ z, (Y), 


其 中 [0"t1,0?] 为 关联 系数 ，fer 二 far*+1 | 0; 

证 明 如 果 对 i==0,1,…,n 十 1， 均 有 [0o”t!,01] 二 1。 根 据 
I . 同 伦 可 加 定理 2.1， 知 结论 成 立 ! 

如 果 有 某 个 1， 使 得 [0"t1,03+!] 二 一 1。 命 7 二 一 07。 由 
《fzrs> 二 一 《for?>， 可 见 结论 仍 成 立 ，】 

现在 转 入 本 节 的 主要 内 容 。 

定义 2.1 设 (K, 工 ) 为 有 限 复 形 偶 ， 天 "与 了 等 如 前 所 述 ， 
f:K"—Y 是 映射 ，n 宇 1。 命 


cn™t1 (fy = > <f oart12ontl€E Cnt1(K, xn(Y)), 


Grtliex 
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其 中 faorti =J orti, faert >E Xn,(Y) 作 为 上 链 群 的 系数 ， 
ot1 是 KK 中 确定 了 定向 的 (十 1) - 维 单 形 ， 在 中 仅 出 现 一 次 。 
易 见 ， 当 0o"t1€EL， 因 f 在 0"t!1 上 已 有 定义 ， 知 Cf por+1> 二 0€ 
m CY) ikert (f) ECH (KK ,Lxn(Y))。 我 们 称 c"t1 (六 为 了 在 
天 ?+ 上 扩充 的 阻碍 上 链 ， 简 称 阻碍 链 。 

命题 2.2 certif) €CZ"T1(K,L;,m,(Y)), BBóentl(f)y=06€ 
CH2 (K, L;na (Y)), Ah ó HAREL E. 

证 明 HEH E (n +2) - 维 定向 单 形 05+* C€ K, WEH 

ort1(f,0%12) EZI (og, m. (Y)) 
=Bn+t1(oit2, m .(Y)), 
其 中 e”ti(f, aot?) = >) <f,a siyo nl, 
tott, ntlys+ti 

记 六 为 5 和 2 在 KK 中 的 团 包 复 形 ，N* AND k ERR, 5 W 
No 1 在 Na 内 可 缩 成 一 点 。 事 实 上 ， 若 取 pe tot2, a N” 
在 锥 形 oN (以 了 为 项 点 ，N"! 为 底 ) 上 上 可 缩 成 一 点 ， 且 通过 
ort? 的 一 个 适当 天 点 作 抽 射 ， 有 映射 :PN”1->605'?， 使 得 
EIN"1 二 1 GERD; 再 由 单纯 逼近 方法 ， 得 到 E :PN >N”, 
EIIN = GER). g N" 1 在 N" 内 可 缩 成 一 点 xo, BAJ 
设 xoEN"™1。 于是， 如 记 h 二 f|N"， 根 据 同 伦 扩充 性 质 有 
h=h':N”>Y, EA hk (NI) = yo, 

对 于 ar"+1EK， 使 得 [03t orti] =+1, 4i <fasrt>= 
<hsger+1>， 其 中 h9or+1 一 h'190”+1。 因 下 


crt+1(f,0+2)— ` Chsort+1>0 "tl, 
[G1+2, G+1] +1 


iore K 为 n 维 定向 单 形 ， h¿s.=kh'| on, 由 命题 2.1， 有 


Qhi. a >= X [otl oP] hs yC z, (Y), 


#" eN 
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命 bn= D <h¿.>pon ECHIN, ap (Y), Mi 
"eN 
öbn= X chsry60n 
d'EN 
= > <ha> > [onti cn|ontl 
¿"eN [G+1, g"] =+1 


= x ( > [ont1, on] her>)ont! 
tat, gtl] mti ¿"eN 
=en+1 (f,03+2), 


o”ti (f, o3?) € Bt 0s?, m (Y)), 1 


附 记 通常 亦 称 e"1 (7) 为 的 阻碍 上 闭 链 。 而 vy”+1 (7) 
= [0t (有 )] E H"+I(K,L; zu(Y)) 称 为 映射 了 的 阻碍 上 调 
X, MAR, 


命题 2.5 G) ce"+!(f) 二 0， 当 且 仅 当 f 可 扩充 至 KK "tl L, 

Gi) ig f= :K">Y, MW Únt1(f)=ent1(/')) 

Gid 设 (K',L ) 为 有 限 复 形 侦 ，?: (K',L') > (K ,LL) 是 单纯 
B f= K'Y, 则 crt1( 了 ) 二 pe?+1(f)， 共 中 
pCI (K, L,  (Y))=>GnRti (K', L'AC) 为» 决定 的 上 链 映 
射 。 

证 明 ”根据 <f bo :+1> 的 定义 ，( 人 与 (i 让) 是 显然 的 。 

对 于 onti€K’—L’, 如 果 dim p (ot+1) <n+1, 知 

ent1(f)(o'nt1)=0€x,(Y), 
即 结 论 Gii 成 立 : 如 果 dimo(o!nt1) =n+1, ig ort = 
9g(IO'n+l)。 根 据 定义 2.1, 知 
oentt (f) (e'm|1)=<f,e or 一 Currl> 
一 cnrtl (f) (0Pt1) = (yentl (f) ) (o! nt1), 


其 中 Fas sa= 用 go f, assi=f|0o"t1, ASe Gi 亦 
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成 立 。]】 


附 记 “根据 (ii ， 显 然 有 p*yn+l(f) =y), ax 里 
g*:Hnt1(K,L;,x, (Y))=>H"t1(K',L',m  (Y)) Z H ç 诱导 
的 同 态 。 竺 别 地 ， 当 取 (K',L') 是 (K,L) 的 重 分 复 形 偶 ， 
且 9 为 恒 同 映射 的 单纯 逼近 ， 此 性 质 表 明 阻 碍 类 是 重 分 不 变 
的 。 


$3 Eilenberg 扩充 定理 
为 了 漠 清 映射 阻碍 类 的 特征 ， 我 们 要 考虑 两 个 映射 f 与 : 
K n-Y HRR, Hp Km Sf Rm, 
先 作 一 点 预备 
设 07 是 n 维 维 定向 单 形 ，n 宇 1。 对 了 取 定 向 1 二 (0,1), 作 
X “E” o xI ATARAR 
ðo” xI) = (gon) xI[+ (—1)"%on x ƏI, 
ERR Ha OCD) HERL, IEX. 
i oiS”—>A orx D 3y 33 k 3, E owa) = 40(o" x D>, 
其 中 iCHn(Sny (BL H .. $ 3). 
对 于 两 个 有 映射 疡 "与 jb:c" > 了 Y， 使 Fos|0c7=jgs0c?， H 
下 式 规定 映射 F a :0(ac2X 站 一 了 ， 
fe" (X), ` xeo", t=0, 
rani xeo’, t=1, 
. far (a), XGOonm， t€ I, 
@ =Forw:S">Y。 根据 推论 I .4.9, PREY) pi 
一 的 元 数 ， 记 作 <fo' ,fbr> ERAY). 


@ 参见 $4 柱 形 剖 分 及 [6J170 页 。 
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易 见 <for"，f&"> 与 适合 (1) =<0(c"nx D> 的 拓 朴 映射 @ 
的 选取 无 关 。 且 有 

5H83.1 (i) flr, feo">=—<for, f 8">s 

(这 》 如 5 二 一 o?， 则 <fzrr， ffr> 二 一 for, fér; 

Ciii) 如 fer 二 /81， 则 <fers f¿">= 0; 

Civ) 如 hh:0"7>Y，tE1， 是 连接 fo + 与 fz: 的 同 伦 ; 4!:07 
一 Y，tE 1， 是 连接 /4' 与 16" 的 同 伦 ， 且 hl90" 二 hl| 0on,t€ I, 


M|<f o, fks>=<fes, fi>; 
(v) n for (00) =yo= f4" (0o"n), Mi 
<f w, Fiy =< ery — <fi 


其 中 《fg"> 等 见 $2。 
证 明 REX, (Ci) 5 (i) 是 显然 的 ， 
对 于 Gi)， 当 fs" 二 f2', 因 Fe* 可 扩充 至 映射 0"X1>Y， 
可 知 了 二 Forw:Sm->Y 可 扩充 至 映射 VY, W 
<fer, fo">=0. 
对 于 Giv)， 记 for 与 Fj" 分 别 为 <fo", jy 与 <Je", f¿"> 
的 定义 中 的 映射， 9(o" x I)—>Y, @ H :0(enx D —Y 0612 
下 式 规 定 的 映射 对 于 (x, sy Có0(o"x>< l), ñr 
h, (xX), x€on, s=0, 
Hsmli, x€on, s=1, 
hs (xX), x€0o"n s€ I, 


MB H =F; s H = Fo'， 玖 由 推论 I .4.9， 得 到 
<fe's 14">=<fer, fiez. 

HFC), ior xIcE”t Oclut(—ontx D, itot =0”X(0), 
oi=0”x (I), EB ôo” xD =(80”) xI +(—1)"t! (00—07), 
4 Oog 与 Oo? 有 相反 的 定向 。 根 据 命题 下 .2.5 与 工 .2.1, 即 得 
到 <fors fk£s>=<f n>— <f$"n>, ] 
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现在 转 和 人 主题。 _ 
定义 5.1 设 (K,L) HARE W R K” 与 Y 等 如 前 所 述 ， 
f 与 1':K"->Y 为 两 个 映射 使 得 KR" = fK, f 


dn(f,f')= D Sers 18">0"EC(K, zm,(Y)), 
g" ex 


其 中 o" E: K hs T 2 0 n EAR, EEH 仅 出 现 一次， 
a= f lo”, fga=f'| 07,，《foer，f2">EAn(Y) 作 为 上 链 群 的 系 
数 。 易 见 ， 当 ac"EZL， 由 引 理 3.1 Gi , #fU<f s, f¿s>=0, 
Wk dn(f,f'€ Cn(K, L; aa). RIREO y J 5 f' 
EK" 上 的 差异 上 链 ， 

显然 ，d?(j,f') 二 0， 当 且 仅 当 有 同 伦 4.:K"->Y， 使 得 
ho = f, h =7'., 

命题 3,2 dref, f =t (f). erti (f'E Ctl (K, L; 
m (Y)), Hp è 为 相对 上 边沿 运算 。 

证 明 根据 8 的 定义 只 须 对 任意 02+1)- 维 定向 单 形 
03t!1 EK， 证 明 

<jfaoril> =F larn = X> [0R o] er, fh. 


oO"EK 
记 和 NN 为 o?+! 在 KK 中 的 闭 包 复 形 ,根据 命题 了 了 .2.3 有 foorti1 二 
farti:00511->Y， 使 得 f3enri(N"1) 二 yo。 因 之 


fooni | N= fhor] N =o (RE NIY, 
e(NTL) = yo. 
根据 Oo, ND 的 同 伦 扩充 性 质 ， 有 连接 Soni 至 
Foon EME ht:gag+1->Y) 连接 fos Ef lort R E h: 
dopi Y, Jerhf, ss (Nn 1)=y =Í enn (N71), ka| NI 
=A N"1, EET, 根据 在 §2 中 《fsa+1> 的 性 质 GD ， 有 


faatt) =] a61 Fher >= hert>. 
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且 如 果 c" E K rh n BEsE 0 38 JE, ERL, o"n]0, 根据 引 理 
3.1Gv), B (Za, fay = Far Fe Rer = aanl o", 
fgs=f hasti |0” Xo: (00 = yo =f} 00"), 8BB|EB3.1(v), 
Fer ,fh >= fear — F. (% *) 

最 后 ， 根 据 命题 2.1 有 

Cf oert1>= > [oit], on] <f an> 
g 


EN 


Qfesiy= DI [oF on] fs">, 
g" eN 


JK Ck) RA, M 
Faos — Shas = 2: Los! or] Sers 16">, 1 
d'ex 


命题 3.3 设 f:K"->Y，n 之 1 是 映射 则 对 任意 给 定 的 dE 
Cn(K,Lxn(Y))， 总 存在 映射 1':K"->Y ， 使 得 E = 
PIR, Hdr=dn(f,f'). 

证 明 iždr= J! agro Cn(K, L; Xn(Y))， 共 中 av, € 

der 
xn(Y)。 只 须 证 明 对 任意 1 维 定向 单 形 0"7EK 一 J， 有 了 映射 fos: 
on>Y， 使 得 f2r190" 二 fl90"， 且 90: 二 <for， fb">， 共 中 
fer =f |0", 

为 此 ， 对 于 au* MERI FAO xY, E Fo È tar 的 
代表 映射 ， 因 空间 T=c?x (0)U0c"x7 是 可 缩 的 ， 根 据 同 伦 扩 
充 性质， 知 F~=F':9(o"*x1)->Y， 使 得 F’(x, DSS, 
(x, € T. 

命 fa :on->Y 为 有 映射， 使 得 fk. (x)=F'(x,1), x€", MH 
Jér 即 为 所 求 。】 

推论 3,4 设 /:K"->Y，n 之 1 是 映射 ， 设 z"t1E€ Zntl (K, L; 
xn(Y))， 使 得 在 K 一 上 上 有 z"ti~c"t1(f)。 则 存在 映射 /人 : 
Kay, IKS K, H enti (fint, 

根据 命题 3. 2 与 3.3 即 得 到 此 推论 。]】 
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附 记 ”命题 3.2 及 本 推论 表明 ,阻碍 类 y+1(f) 正 是 由 
一 切 阻 得 链 ctl (fi) EZmt1(K,L; m, (Y)) RR, jE h f': 
KY 为 映射 ， 使 得 f' Rm =f Rm, 


82 表明 ， 上 映射 1:K"->Y 能 扩充 至 KR"+1 上 的 充分 必要 条 
件 是 erti (f=; mg erti, W y2tl(/fy=0, Bertie) 
一 0( 在 天 一 —L 上 ) ， 那 么 映射 的 扩充 问题 又 怎样 呢 ? 这 就 是 著名 
的 Eilenberg 扩充 定理 ， 

定理 3.5($, Eilenberg) 设 /:K"->Y,n 之 1 是 映射 . 则 yt1 (f) 
二 0， 当 且 仅 当 存在 映射 JiR >Y, p4 FIR =f R, 

证 明 必要 性 B y"nti()=o0, By dne Cn(K,L,m, CY)), 
使 得 gd 一 cr"tl(1)， 根 据 命 题 3.3, 有 RY, p fR 
=f'|K"-1i, B dn=dn(f, f'). 于 是 oÚnti(f)=8dn(f, f') = 
entl(f)—e"+1(f'), Wk ont1(f')=0, HEB 2./.3G), /' 可 扩 
EAS KY, 

Xat ” 记 f|K" 二 f'。 根据 命题 2.3 与 5.2， 有 

ódn(f,f')=ent1(f) —ent1(f!y=oentr1(/), 

故 y"tt(f)=0, 1 


Wie 设 9:L->Y 为 映射 f:Kn YE g 的 扩充 。 定 理 
表明 ， 当 y"+1(f) 二 0 时 ，9 BET EA KH 上 ， 它 与 1 的 
差异 仅 发 生 在 下 一 工 中 的 7n 维 开 单 形 上 ， 


$4 映射 的 同 伦 分 类 

如 例 1.4 所 示 ， 喘 射 的 同 伦 问 题 是 扩充 问题 的 特别 情 况 ， 本 
节 就 考虑 这 个 重要 情形 。 主 要 结论 是 定理 4.9。 

设 9:L>Y 是 映射 。f 5 f':K-=Y 均 是 9 的 扩充 上 映射 问 
是 否 有 连接 /了 与 1' 的 同 伦 f 1:K>Y, 使 得 fi|L=9,t€ 1 特别 


112 同 伦 论 基 q 

i L=Øg, M-i GED 同 伦 问 题 。 或 较 广 泛 地 说 ， 对 于 f 
5f 是 否 有 同 t Se KY (HE n>) E Ken 至 fr |Kn, 
H /f.|L=g, t€ I, gia f£IKn=f'|K"(rel. L), 

我 们 仍 治 用 逐步 考察 的 “阻碍 法 ”.。 

因 Y 是 路 径 连 通 的 ， 总 有 f|Ko=f'|KoGel. L), UFRN 
设 对 某 个 n 之 1， 有 f|K"1~=f'|RK"-i(rel.L), 问 是 否 有 f|KR?" 
z=f'|K"(rel.L), 

讨论 之 先 ， 作 如 下 儿 点 准备 ， 

1， 设 KSK'SK， 均 为 有 限 (单纯 ) A. Fit ENAA 
列 称 为 三 重组 (K, K', K”) [ERAZI 

S nk, K” ,m)- ŽŽ HK, K”; x) 


68* j* i* 
LGH" (K, K's m) LOH" (K, K"; m+ 


其 中 工 是 系数 群 (交换 群 ); I taypi a Spa i (KK 
(K, K”), j: (K, K'y—> (K,K”) 导出 的 同 态 : 上 边沿 同 态 6 
的 定义 为 : a= [zn] €CHn(K', K”; m), zn€ Zn (K', K” ,m) 
在 Ch"(K,K';m) 上 取 上 边沿 êz" E Znt1(K,K';my, fy ô* (a) = 
[6z7] CH"T1(K,K';zn), MU) ó* EEEa. 

引 理 4.1 三 重组 (K,K',K”) 的 上 调 叙 列 是 正 合 的 ， 

证 明 见 [31 第 一 齐 或 自己 验证 。】 

特别 地 ，K” 二 0 时 即 通 常 复 形 偶 (K.K') 的 上 调 正 合 氢 列 。 

2. 下 面 简 记 

L =LxI, Lo=Lx(0), Li=Lx (1), 

Ką=KxIĪI, Ko=~=Kx(0), K=Kx< 0), 

Ks=LxU KoU Ki, Ks =K,UK:-1xI, k=0,1,2+-, 

我 们 对 K, 取 适 当 的 单纯 剂 分 如 下 ， 对 的 诸 顶 点 取 定 一 个 
顺序 uo < <+ <U <. M K, 的 单 形 有 Ko 与 的 一 急 单 形 ， 
K, 中 一 切 为 形 如 CVIVfwevIv904.1.…v) 的 单 形 及 其 面 ， 其 中 
vi = (V ,0), 07 =Ww,1), mH Yia) EKo, to <t < Vo 
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(如 图 4.1) 。 


图 4.1 

易 见 此 时 Kx WEARER, AKo Kis Ly, K, 等 为 其 子 复 
JZ. i KL 为 Kx 对 这 个 单纯 剂 分 而 首 的 维 骨架 ，K* =K,U 
Ki. 于 是 

(Ci) Ki C Ki , k=0,1,2," 

Gi) K; E Ki 的 收缩 核 。 有 保 核 收缩 映射 re I Ki 一 Ks， 
满足 ， 

Gii) Kt 在 Ks 中 有 形变 di:Ks —K,, tC I, 使 得 do 为 
和 包含 映射 ， 册 一条， d K 二 1( 恒 同 ) ,ET 其 中 心 天 SK,. 
( 细 光 自己 补 。》 

引 理 4.2 je iKi ,Ks) 一 (Ky,Ks) 是 包含 映射 ， 则 i*: 
Ht (Ky, Kg; m ->H' (Kk „Kam 是 在 中 同 构 ,，K 二 0,1,2,*…。 

证 明 ”注意 图 下 | 

H, (Ka, Kan) > H: (R4 Kgn). 


d= fN AL 
Et(Kš ,Kgsn) 


的 交换 性 ， 而 dt 显然 是 在 中 同 构 ， 改 i* 是 在 中 同 构 。]】 
3, 记 8:(K,L)—>(Ko,Lo) 为 同 胚 映射 ,使 得 @(x)= (x, 
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0),x€ K, nm @*:Ht(Ka,Lo;m)=H!(K,L,m),k=0,1, 2, 1. 
而 包含 映射 六 (Ko,Lo)-> (K, ,LxUK1) 导 出 的 同 态 7H Kys 
LUK ;TA) —>H* (Ko,Lo;7) 亦 是 一 个 同 构 ，K 二 0, 1,2,…。( 因 
K,—L,UKi=Ko—Lo), 

设 6*:HI(Ks, LeU Ki; m) H+H Ka, K+; 2) 是 三 重组 
Ky Kg LUKO EMRIP EADAR. dr 

D=5*(j*)-1(0*) -1:H!(K.,L,m)=>H**1(K,,K+;2)5 
k=0, 1,2,, 

引 理 4.3 同 态 D 是 一 个 同 构 。 即 

D:H*(K,L;nr)=H*t (Kg, Kg), k=0,1 ‘2,1. 

证 明 只 须 指出 5* 是 同 构 ， 

事实 上 ， 因 工 :U K AK, 的 形变 收缩 核 〈 见 命题 荆 .4.2 或 见 
[41630 , mB AA :Ly UK K, it HEK, 
m)=H*(L,UKi,m), k=0,1,2, 1. 

因 之 ， 在 复 形 偶 (Ke, LUK) W HARIH, AHK, 
L,UKi;%)=0,Kk=0,1,2,=., 再 对 三 重组 (Ky,K4, 上 xU K, 
用 引 理 4.1]， 知 6* 是 同 构 。】 

现在 转 人 本 节 的 于 题 。 

if f KY 是 映射 9:Z->7 的 扩充 映射 ， 有 同 伦 /,: 
K"'i-=Y,n21,t€ 1, {f f =J|Kn1,f /=f'|K"1, f ,|L=g, 
t€ 1, RH EZE K” 上 的 同 伦 问题 。 

仿照 8 3， 我 们 首先 给 出 f，f' 及 fi 的 形变 链 的 概念。 为 
此 ,对 任 给 的 7 维 定向 单 形 07EK， 取 4 1j<0(c"n x I > 如 § 3 所 
M. Farið (0o7?X1) Y 为 映射 , 知 了 orw:S"->Y 决定 Nn) 
中 玖 一 的 元 素 ， 记 作 <CFu*>Ezn(Y)， 它 与 4 的 选取 无 关 。 

fr G:K — Y 为 映射 ， 使 得 

g(x), (x,b €L,, 
G(x, =i f(x), “(x,) E Ko, 
LO, EDEK, 
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A F:K: -> 了 为 映射 ， 使 得 
fiw, (x, € Kill x I, 
F(x, = AQE (x,t) € Ko; 
FO, E,D G€ KI, 
则 五 是 G 的 扩充 。 
定义 4.1 f., J15 fina. ar 
dn(f,f' f a= D <F,.>yonCc Cn(K,m,(Y)), 


其 中 on R. K hs Y Enh n HEB, Eh 仅 出 现 一 次 ， 
F..=F|0(0c?x1), <FEC zm, (Y) 是 上 链 群 的 系数 。 易 见 ， 当 
en8eL,<F , .>=0, g P, fO ECK, Linn), HRA 
f 与 1' 对 同 伦 f 的 形变 上 链 ， 简 称 形变 链 ， 

特别 地 ， 当 fiK"-1 二 fr K, 2 f =flK"-1, te I, WI 
BPE, Sfo =P, f. 

一 般 的 情形 ， 有 

命题 4.4 设 f,f' 与 f :如 前 所 述 。 则 存在 映射 KY, 
t r Reif R, BR Pf KY 及 dr(f, F's fo = 
dn(f,f”, 

证 明 ja K=Knx (0 uK xI CK: , 

tn: 上 > 下 为 同 伦 映 射 ，tE 7， 使 得 
(x,0), (x,s) € Kr x (0), 
(x, (1—t)s), (x,s) EK"-1xT. 
n K" x (0) 是 尺 的 形变 收缩 核 ， 

因 £ =Fn :K-Y 是 部 分 映射 FIK 的 同 伦 ， 根 据 同 伦 扩充 
ER, ARAK >Y, t>, ERES. 

ñ F' =EL Ke >Y, f": R" >Y, E BoE, 1, 
x€ Kn, B, f” HARUR. 1 

命题 4.5 dú(f,f';.foO e Ze (K,L;,z  (Y)), HH 

ôd" (f, f'; fO =0E CHK, Lina (Y>), 


ma, =] 
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证 明 设 j :Kr"->Y 是 适合 命题 4.4 要 求 的 映射 ， 根 据 命题 
3 .2 与 2.3， 则 
ódn(f f! fa = ódnu(f,f#y= entl (f) —entl f”) 
二 ctl (f) 一 cnt1(f') 二 0( 因 f 与 1 均 可 扩充 )。】 


i EREA dG, fo 所 代表 的 上 调 类 称 为 
f 与 1' 对 同 伦 f 的 形变 类 ， 记 为 
A"n(f,f' fo ce Hn(—(K,L,m, (0). 


现在 我 们 来 给 出 形变 类 的 另 一 种 表示 ， 
Ira Ki Kr 是 保 核 收缩 映射 如 前 见 预 备 2.)， 知 映 身 
F: K; —Y 有 扩充 映射 F' 二 Frn: >Y, 根据 83， 对 下 有 了 
WR yr (F') EHH (Ks, Kesa Y). 
引 理 4.6 MIR "ti (FO 与 F 的 扩充 映射 F' ERER. 
PAIE yt! (F) =y”t1 (F') E H"H (Kg, Kain (0), 
O 证明 设 PR —Y EF 8p5— 4 ERA. BKS 
Ki , P'IKR t= FIR =F Ri, 有 
oent1(F'y—cent1(Fry=6dn(F',F7)€ BPH (K, Kay, OO). 


故 ynt1 (F')=y”t1 (F”), ] 
命题 4.7 S, f', fe 与 了 如 上 述 ， 则 
DAC, fF)=(— Dtiy"t (F) E HH Ky, KI m (Y), 


证 明 对 7 维 定向 单 形 o0"EK 一 L， 有 唯一 的 (+i) -EE 
向 单 形 了 (om Eo*XI， 它 以 0? 二 o”X (0) 为 面 。 存 在 映射 d:0” 
xI—Int r (0")—>ð (co?*x1), EB 90T(o") 同 胚 有 映射 至 9(0"7x7 了 )， 
d|Ə(enx D 二 1 ( 恒 同 ) 〈 例 如 在 了 (c7 中 取 适 当 内 点 作 投 射 即 
可 ), 且 使 得 4'= 二 4|9T(0") :0T(0")->0(o*x1), d$ Kâr (0")>)= 
<ð (oxy, $ p To”) EB Æa, ray A ro 代表 
Ha ÔT (cn) ) =J HERTA arx D >€ Hp (00x T) (Bl S 3), 
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itarar =Ferd': 3r (0)—>Y, WRI S2 Doron 决定 
<Por o >C (Y), RHEB HE 

Ci) Far =<Par n >€ (Y); 

Gi) EARI, ot]=(—1)"t1, 

Gii 在 Ka+1 E, ope Cn (K2*1, K, z, OD HE A 1 È 
(—1)"+iT (on); 

Gv) 进一步 ， 可 要 求 4 EA djorxINK} =r lo” XIN 
K; , hr i K — 天 为 保 核 收缩 映射 。 

于 是 ， 对 于 cn+f1(F = erti (Fry) EZH (Ky, Kasia (Y)), 
知 ( 在 Kr'1 一 Ks 上 考虑 》 | 
iw(ent1(F!y) = X F,r (ony= 2) (—1)"f16(<F,a|> cn) 


oer oer 


=is6(—1) "tidn(f ,ff1) ce Znti (Kusi Kas xn(Y)), 


其 中 证: Znti(K,,K, m, (Y) >Z" (ÑR, Kg; zn(Y)) 是 由 
包含 映射 i: (Kani, Ko KaKo 导出 的 同 态 。 
根据 引 理 4.2， 得 到 
yti (E= DIDA., F's; fo). 1 


附 记 ”本 命题 描述 了 形变 链 (类 ) 与 阻碍 链 ( 类 ) 的 关系 ， 


显然 ， 对 形变 链 ， 根 据 定义 有 

命题 4.8 RSS fi 如 定义 4.1， 则 同 伦 fK E= 
f| eel L) 可 扩充 至 用 :KR"->Y，t€ T， 当 且 仅 当 

dn(f,f';fa=06€Zn(K,L;zm ,(Y)). ] 

与 § 3 类 似 ， 考 虐 当 d?(f ,ff0) 短 0, 0 A"n0(.f' ro =0 
时 的 扩充 问题 , 即 f 5 f' 的 同 伦 问 题 ， 相 应 的 结论 便 是 Filenberg 
HEEE. 

定理 4,9 (S, Eilenberg) imt f 与 f':K->Y 是 映射 g 
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L>Y 的 扩充 。 又 设 对 某 £ ni, Jaki Y 是 gik f| Kn-1 
#Jf'|K"-1 WFE, EE fl L=9, t€ I, MI 
An(f,f' if0=0C€Hn(K,L,m,(Y)), 
当 且 仅 当 存在 同 伦 f Kano Y, 连接 f| K 3 f | K. B 
fd K*-2—= f |K", tE, 

证 明 &rG:K,-Y, F:K} >Y myi, AAGE y” (F) = 
OCH (K, ,Ksy7n(Y)) 的 充分 必要 条 件 是 ，G 有 扩充 映射 了: 
Kt1->Y， 使 得 FIK2-1 一 F| pn, 

必要 性 igy (F) =y" (F) =0, 其 中 F' 二 Frn:KKs>Y， 
TaiK, —K: 是 保 核 收缩 映射 .根据 Eilenberg 扩充 定理 3.5, 
iey HK Y, H KR =F Koc F| RI, 显然 合 
F=H |K AR Z. 

Kat Bami F: Kp Y, F: Ro SFK, 
根据 预备 知识 2,K?+! 在 .中 有 形变 dK >K, t€ I, 使 得 
d,|K2 二 1( 恒 同 )， do: Ka11>K。 是 包含 映射 ，di(K4+!) < 
Kin e F'=Pd Ki Y, F'=F41: Ks >Y, Jgh df = 
di K} ， 知 F'| Ryt =F’ Rg, H3EBB3 5, 有 

ytt1(Fy=yn+1(F!)=0, ] 


附 记 Ef 35 f'iK-Y JE g: L—Y 的 扩充 有 映射， 
faflKn-1=f1| K qel, L), WEARI, A'O, f’ 
fd =0, VA f a f|Kn=f!| Keel, L) ti f, 5 f, 的 差异 
仅 发 生 在 一 工 中 (n 一 1)- 继 开 单 形 上 。 


$5 (n 一 1)- 连 通 空间 上 映射 的 扩充 与 同 伦 


本 节 将 运用 “阻碍 法 ”来 考虑 当 Y 是 (4 一 1)- 连 通 空间 时 ， 
映射 9:L->Y 的 扩充 问题 及 f 与 1':K->Y 的 同 伦 问题 。 特 别 地 ， 
当 K 是 n 维 复 形 及 Y 二 S"， 得 到 Hopf 分 类 定理 。 
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UTBE, DERRER Y HEA n>1 是 (7 一 1)- 连 
FAR. 34 n—1 时 并 设 了 是 1- 单 式 的 ， 当 然 ， 当 n>1 时 , 了 是 
m-M SÉ, m=1,2,3, %, 

命题 5.1 PK,L 5 K" gn Wr ruk, MIERA g: L-Y, 
均 可 扩充 至 映射 KY, itko EKER n- 扩 充 ， 

证 明 如 81 所 指出 ，9 总 可 扩充 为 go:Ko>Y 与 g1 :天 1 一 
Y。 一 般 地 , WEI k: 1<k<n, g 有 扩充 映射 gk:R*->Y， 则 因 
Ng (Y)=0, Ht (K, Ling (Y))=0, 4n ytt Ok) =0. 根据 定 
M 3.5, 9 AP F I Ien :天 t+1-> 了 。 照 此 法 直至 得 到 g 的 扩 
充 映 射 9: 天 ">Y， 取 /一 gu 即 得 到 命题 的 结论 ,】 

命题 5.2 设 映 射 1 与:K->Y 是 映射 9:L->Y 的 扩充 ， 则 
有 连接 Enig f) Kei f i Kaci Y, 使 得 f1|L 二 9， 
t€ I, 简称 /与 1f' 在 K 上 是 (n 一 1)- 同 伦 (rel. 工 ). 

证 明 因 Y 是 路 径 连 通 的 ， 知 7|Ko=f'|KoGaol L). 一 般 
地 ， 如 果 对 :1<K<<n, AgS K= f'| Rt-1(rel. L), t€ I, 
则 因 zx (Y)=0, WA, F g) =0 (Ht (K,L, 2Y) =). 
根据 定理 4.9， 有 fa flKi=f'| K'ael, L), tEI, RERE 
k=n, BJ f|K%-i=7f'| Kn-1(rel.L), J 

定义 5.1 设 9:L->Y 为 决 射 ，f:K"->Y Æ g 在 下 上 的 n-p 
F. Me ort! g) =y" (f) E Entrl( 开 ,Lin(y))， 称 为 映射 9 
在 天 上 扩充 的 最 初 阻碍 类 ， 

易 见 ，w"+! (9) 与 9 的 扩充 f 的 选取 无 关 。 

事实 上 ， 如 了 与 f':Kn-=Y 均 为 9 的 扩充 映射 , 则 由 命题 5.2 
知 FIKi’ K" (rel, L), RRA. Ri SK = 
户 | 关 no-1， 于 是 有 dd, f) ECK, Lin Y), tE 

ódn(f,f')=entt(f) —ent1 (f), 
° pD (fD, 


附 记 oo ZERA 9 的 最 初 阻 碍 类 ， 因 为 9 有 7?- 扩 
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充 ， 即 低 于 (n+1)- 维 阻碍 类 此 是 平凡 的 。. 


命题 5.5 (i) w"t1(g) 二 0， 当 且 仅 当 9 Tp AEK 上; 

Gi) i g=g':L—>Y, Mj o"t? (g) =0"t! (g')， 

(ii) 设 LK',L') 是 有 限 复 形 偶 ，9: (开工 和 一 ( 玫 ,大 ) 是 单纯 
上 映射。 记 9 二 90: 上 /> 了 , M| o™ (g) = e*o"t1(g), Ferh 9*: 
H+ (K, Lyna (Y))>Hn+*i(K'!,L!,m (Y) o 诱导 的 同 态 ， 

证 明 IHH Eilenberg 扩充 定理 3.5 即 得 到 (i)。 

设 f:K"->Y 是 9 的 扩充 映射 ， 根据 同 伦 扩 充 性 质 , 有 f 守 /人 : 
Kn->Y， 其 中 f' 是 9' 的 扩充 映射 。 根据 命题 2.2，o”*!(f) 二 
enti(f!), Wkonti(g)=en+t1(g'), HHB 3 (ü), 

设 f:K"->Y 是 9 的 扩充 映射 , 知 f 一 jp: 并 '"-> 了 是 9 的 扩充 
映射 ， 根 据 命题 2.3，c"*1(f) 二 pe (fy, 

故 on+l(9) 二 pg*wrt1 (g), Bpa Gii, J 

定义 5.2 设 1 与 1':K->Y 是 9:L->Y 的 扩充 映射 f je f 
与 1' 在 上 的 (m 一 1)-- 辐 伦 (rel.L)、 则 命 IOSA C, T'S 
J €Hn(K,L;,z ,(Y)), 

易 见 ,x"™(f,f) 的 定义 与 ff' # K ER (n—1) Jf rel, L) 
f 的 选取 无 关 ， 

事实 上 ， 设 G:Ks->Y 与 :Ks -> 工 均 为 映射 ， 如 8 4.。 AF 
有 扩充 映射 已: :并 8 —Y, Hort (G 一 yt1(P) 一 nr FE 
H”+! (Ky, KeyTn(Y)), 而 由 命题 4.7， 则 有 

K(f, IDSA", yf ) =)" DT yrtti OCT)) 
= (—1)”+t} D71 (w”+? (G)), 
HpD:H” (K, Lyng) =H" (Ky, Kg AnD PAKS, S) 
与 fi ERER. 

命题 5.4 B5 KY E g:L—Y 的 扩充 映射 则 - 

(iywn(f,f'y=0€ Hr(K,L;An(Y))， 当 且 仅 当 / 与 1 在 
K E n- fe rel, L); 
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GIBE hk I KY 是 连接 了 至 了:K->Y 的 同 伦 ,h!:K->Y 了 是 连 
接 f' 至 了 ':K->Y 的 同 伦 ， 且 hIL=hI|L, tC I. Wil 
K, fO =F, O. 
(iii) 如 /7:K->Y 亦 是 9 的 扩充 映射 ， 则 
K'S, IO EKS, IO A ,1”), 
证 明 (i) 记 G:Ks->Y 如 前 MI 
Un (J, fi) =04u"*! (G)=0 
>G 可 扩充 至 K E 
<C 可 扩充 至 K E 
<> f 5 f' 在 K 上 7- 同 伦 (rel.L). 
(让 记 G:K,—Y 为 映射 ， 使 得 


hi (x), (x,t) € L,, 
5eo=j7e， (x, C Ko, 


fi), (x,D€ K), 
X H, ,:K,—Y,t€ I, 为 下 式 所 规定 的 同 伦 有 映射 
h,(x), (x,s)€L,, 
H,(x,s) = | pt (xz)， (x,s) € Ko, 


\ jv (x), (x,s) € KI, 
易 见 二 ,是 迷 接 G 至 CG 的 同 伦 ， 根 据 命题 5.3 Gi, 得 
w+ (G) =0"+1 (G) E Hn*1(K,,K+ssmA(Y)), 
xn(f,f') =P, O). 
Gii) 因 f=f:K-—Y, E J (K1) 二 yo。 记 9 二 f1L, 知 g= 
9:L->Y， 运 用 同 伦 扩充 性 质 , 得 到 | 


故 


fi=f'iK-Y, t J'(Kn-1) =f(K"-1), 
F =F:K>Y, 使 六 (Rm) = fR), 
FÆ, WODE 


K(f, f'y=xn(f,f!), 
Ke (Fi, fO =K G), S, 
K(f, FO =K (f, 
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而 根据 差异 链 定义 及 引 理 3.1(Y) 有 
dF, PO =G, i++, 7’), 
故 
KF, f =r, f qan, f), 1 
定义 5.5 记 c:L->Y 是 常 值 映射 ，e (ZL) 三 yo。 对 任意 映射 
9:L->Y， 考 虑 复 形 偶 (L, S), i 
x"(g) =K" (gc) € HL, xn (Y)), 
并 称 为 映射 9 的 特征 类 ， 
我 们 注意 到 ， 因 有 9::91Z 1=c|Ln 1 (命题 5.2 的 特例 ) ， 
根据 同 伦 扩充 性 质 ，9g=9:L->Y， 使 得 9(L”1) 二 yo。 根据 定义 
3.1 及 引 理 3.1(vY)， 有 


dn(g,0) = © <Ja, cardo” = S <garyo E CL, xa (Y)), 
od"¢L g" eL 
其 中 gu" 一 glc"，cor 一 |c"。 由 命题 3.2 有 
4n(g, e) EZ (L, An(Y)), 
命题 5,5 x(g) = [d"(g,o)]) € H"(L,z,(Y)), 
证 明 根据 定义 及 命题 4.4 是 显然 的 。]】 
关于 特征 类 与 最 初 阻 碍 类 ， 有 其 重要 的 关系 。 
命题 5.6 设 9:L->Y 为 映射 。 则 
ó*<n(g) =o"nt1 (9) E H" (K, Lr,(Y)), 
其 中 o*:Hn(L na Y) >H (K.L, (Y)) Ë Ei B] 25. 
证 明 设 f:K"->Y 是 9 的 扩充 映射 .根据 命题 5.2, 在 KE 
有 FIK" 1 一 o:K -YY e (K1) 二 yo[ 对 空间 偶 (K, a]. F 
用 同 伦 扩 充 性 质 ， 得 /=f:K"->Y, 43 fK") 二 yo。 记 9 二 
flL, g g=g:L>Y, g(L"-1)=gwo, 
根据 命题 5.3 与 5.4， 欲 证 本 命题 只 须 指出 
Š*x"n(g) =u"! (g), 
3k. WiK, DK, KY 为 包含 映射 ， 知 图 表 
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ó * 
一 -> H (K, L;np(Y)) 
fis fis 
_— * — 
Hue Kr z, (Y)) —> H™! (K, K” xn, (Y)) 
中 交换 性 成 立 。 


HrL, Axn(Y)) 


考虑 e EH” KR”, aa) , 则 根据 命题 5.3 GDA 


antl (f) =at (g), i*n =r" (9), 
根据 命题 5.5 与 1.1， 如 记 


dn(f,0) = S Qfa>on6€ Zn (Kr, x (Y), 
oO" er 
知 


6dr(f,c) = >` 


[or on] <ferya”t? 
dtl,grerx 


= > Cf yartiyontl 
otlexr 
| (f) € Zn (K, Kn x, (Y) ) 
从 而 6*<" (f)) 二 wm™*1(f)。 故 
wnt (g) =i*on+1 (f) = i#O*(xn(f))=6*xn (9),. ] 

推论 5.7 设 9:L->Y 是 映射 , 则 9 可 扩充 至 上 映射 f:Keti—> 
Y， 当 且 仅 当 有 CH” K, aa (Y)), 4E4 i*(a") =x” (9), Hh 
i* 是 由 包含 映射 1: 上 一 KK 导出 的 同 态 ， 


证 明 根据 命题 5.3，5.6 3% (K, L) 的 上 调 正 合 叙 列 即 可 
得 到 。] 


附 记 ”推论 的 条 件 亦 称 特征 类 x"(g) 可 扩充 至 关上 。 


定理 5.8 设 (K,L) 为 有 限 复 形 偶 ; dim(K—L)<n+1; Y 
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是 (n 一 1)- 连 通 宏 间 ， 当 1 二 1 了 时， 了 Y 是 1- 单 式 的 . 设 f:K-Y 
为 映射 。 则 对 任意 rE RRAK,L;An(Y))， 总 存在 AIL igb HE 
射 f':K->Y， 使 K(f ,f') 二 Bn。 

证 明 因 / 二 7:K->Y, E4 (K) =y, 利用 同 伦 扩 充 
性 质 ， 欲 证 本 定理 只 须 指出 ， 存 在 I 的 扩充 映射 了 ':K->Y, 使 
xn (f,f' =n, 

D= 2 Bro EZK, Lin DÆ P R ER 

d”eK-L 
链 ， 其 中 A s€ na). HorEK-L, ifin: (on, 9ony—> (Y, 
Yo) 为 映射 ,使 得 (Fo> 一 (js> 一 6 _ 
HF Fe Ar KY, 使 得 f'IL = fL, jR 


dF, o= S <fanda" € Z" (KE,ra(Y)) 如 前 所 述 , 以 及 
G" ex 
en(f'y= D fiyo Cn(K,zm, (Y)) , 
d"ar 
知 e*(f =d (f, e) =z", 从 而 fen( 户 ) 一 0。 
HFI = f'|K"-1， 考 虑 差异 链 


drf, P= D for, fhr rorE CK, LA (Y)), 
Gen 
H. 
dn(f,f') =d (7,0) — e'e", 


+Ë, Hëódn(f,f'y=0, me fhe h= kf EKS 
Er LAPEER FKY, Hzd F, Ph =G, j= 
F, FD RREA, Mrd, JO=8. 1 
定理 5.9 假设 同 定理 5.8， 且 如 果 f' 与 "KY 均 是 了 |L 
的 扩充 。 则 户 5 fr 在 K 上 ?4- 同 伦 (rel.L)， 当 且 仅 当 
KPS, END =K, 7), 
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证 明 由 命题 5.4 人 GD 与 (iii) ,有 
f! 5 fr: K E 2- 同 伦 Gel. L) e (Z! 二 0 
LK (Sf, fN =r" (S, 1 
作为 上 述 两 个 重要 定理 的 特别 情形 ， 在 dim K<n 时 ， 即 得 
下 面 的 定理 
定理 5.10 KAAR (单纯 ) 复 形 ;dimK<n;Y 是 (n 一 1)- 连 
通 空 间 ，7 宇 1， 当 7 二 1 hf, HRY Æ 1- 单 式 的 ， 则 
G) 对 每 个 "EH"*(K ,Nx,(Y))， 存 在 映射:KK->Y， 使 得 
K” (f) =a"; 
Gi f=f':K—Y, ERÄ =K). 
证 明 略 《 自 己 证 或 见 [4]191 页 )。】 


HHE ”定理 表明 ,利用 映射 的 特征 类 构 念 , 我 们 在 TK, 
站 与 HH"(K,x"(Y)) 之 间 建 立 了 一 一 对 应 。 即 用 同调 这 个 不 
变量 刻 划 了 了 映射 的 同 伦 关 系 ， 


由 于 S? 是 (n 一 1)- 连 通 宏 间 ，z, (S57) 二 J/，n 之 1。 于 是 得 到 
Hopf 分 类 定理 
定理 5.11(H. Hopf) ië K JAR (单纯 ) 复 形 ，dim K<n, 
JH z(K,Sn) -5 H" (K, a(S”) =H" (K) 之 间 有 一 一 对 应 
8: 开 (下 97) <—>H"(K), 
使 得 对 于 [Ex(K,S")， 有 *[f] 二 x"(])。 
证 明 有 略 (自己 证 ) 。]】 
练 习 IH 
在 以 下 诸 题 中 ， 变 (E, 疡 ) 为 有 限 复 形 偶 ,Y 是 mm- 单 式 空间 ， 
m=1,2,3, =, K—= LU Kn, 
1. iJ, fr, fr: Kn-Y 是 映射 。 h, 与 hi: Kei 
Y G€ D aE g iS Km gf Rr, fr |Kn-1 g f”| 
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Koi 的 同 伦 。 记 f1: KY, tI, ERI, ER 


hi (Q), x€ Ki ta, 


e=] 


haw, ERM t>, 


知 f EES K g fr Kae. 证 明 
d” (f, f"; fO =4P (F, fsh +dn(f!,f7;,ht), 

2. 设 对 任意 n>=1,H”* (K, L;n”(Y))=0, 证 明 ， 任意 映 
射 9:L>Y， 均 可 扩充 至 K 上， 

3. i (Y,B) 是 mm- 单 式 空 间 偶 ( 见 定 义工 .5.4)， m=1, 
2,3,…。 映 射 : (K, L) -> (Y,B) 称 为 -正规 的 ， 如 果 f K) < 
8B。， 对 任意 1+- 正规 映射 f: (K, L)—>(Y,B), 5R S81, WENE 
X e"f) €C C”(K, L;n"(Y)), HEH: 

(i) en(f)y CZn(K ,L,m"(Y)); 

Gi) e*(f) 二 0， 当 且 仅 当 存 在 同 伦 / o K—-Y, t€ I， 使 得 
fo=f, fi RSB, fa Kt =f K, t€ I, 

O GDP) EBK, Ly zm"(Y)), 当 且 仅 当 存 在 同 伦 f: K> 
Y,tET, 使 得 fo0=f,f1| KR") SB,f | K= K", t€ I, 

4. 再 设 Y 是 (n 一 1) -连通 宏 间 , n 之 1,f 与 1' :KK->Y 是 映射 
LY HP ERI, E: EASO = w<n(f) —xn(f'), 3& 
中 j* 8: ETN 32 2rh & 2: 8] K: 

Hn(K,L, m ,(Y))—>H"(K,xma(Y)), 

5. HRY n- pD- A REE, a) eH", 
T"(Y)) 是 恒 同 映射 1:Y > Y 的 特征 类 。 又 设 g:L-Y 是 单纯 映 
射 。 证明，x"(g) = g*<n(1), Frp g*:Hn(Y,m"(Y))—Hn(L, 
Ax?(Y)) 是 由 9 诱导 的 同 态 。 

6, 证 明定 理 5.10。 

7. 证 明定 理 5.11. 
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8. 再 设 上 是 的 连通 的 nw- 单 式 子 复 JZ, m=1,2,3, +, 
K Hn*1(K,L,zn(L))= 0, n=1,2, 3, =+, 证 明 上 是 K 的 收缩 
É. 

9. 再 设 与 是 单 连 遂 的 。 证明; 工 是 的 形变 收缩 楼 ， 
"HIM 

Ha(K,L)=0, n22, 

10. 设 关 是 ” 维 连通 的 有 限 复 形 ， 且 是 rt- 单 式 的 , m—1,2, 
3,*.,n221, IEH: 4 H"(K,zm,(K))=0, m=1,2,, nkt, K 
可 缩 成 一 点 

11. RKE n 维 连通 的 有 限 复 形 ,n 宇 1。 证明，K 与 S1 具 有 
相同 伦 型 ， 当 且 仅 当 

(i) m (K=J; 

Gi) K 是 m-B 89, m=1,2,3, %3; 

GipH"”(K,xm,(K))=0, m=2,3, n, 


第 四 章 £f 维 空 间 


[内 容 提 要 ] 
， ”纤维 空间 (包括 纤维 从 ) 与 复 准 宏 间 的 理论 是 与 同 伦 论 密切 
关联 的 ， 尤 其 是 计算 各 种 宏 间 同 伦 群 的 强 有 力 工具 .现今 ， 它 不 
仅 与 代数 拓扑 有 关 ， 而 且 成 为 一 个 活路 的 分 支 ， 渗 ë 到 微分 几 
何 、 李 群 、 微 分 动力 体系 等 学 科 中 。 

本 章 从 目下 流 形 的 J.-P, Serre 意义 的 纤维 空间 一 一 对 多 面 
体 具有 复 受 同 伦 性 质 这 个 构 念 出 发 ， 讨 论 各 种 纤维 宏 间 的 景 基本 
人 性质 ， 以 供 进一步 学 习 之 用 。 

S 1 一 8 2 gb T AERES AAR] 〈 也 称 纤维 从 ) 的 定义 
及 简单 例子 。 8 3 介绍 纤维 衬 间 有 关 的 同 伦 正 合 叙 列 ， 这 是 同 伦 
论 中 极 有 用 处 的 结果 之 一 ， 在 某 种 章 义 上 相当 于 截 去 性 质 在 同调 
诊 中 的 地 位 ( 见 [4]，F 及 [7]T)。 

纤维 映射 的 重要 例子 是 球 的 纤维 化 ， 这 是 1931 年 一 1935 年 由 
H. Hopf 发 现 的 ( 见 [17]，[19])。 他 解决 的 从 53 到 S2 的 映射 同 
伦 分 类 是 同 伦 论 发 展 网 上 的 重要 标志 ， 如 何 构造 这 些 纤维 映射 ， 
见 本 章 § 4 。 

复 惟 映射 是 一 类 具有 离散 纤维 的 从 映射 ， 它 是 工 . 8 4 中 的 指 
数 映 射 p 的 推广 ， 8 5 中 除 包含 复 登 映射 的 定义 与 基本 性 质 外 ， 
还 将 讨论 复 倒 空间 上 升 港 问题 的 一 些 结果 。 

$ 6 回答 了 在 适当 条 件 下 一 空间 上 的 复 芝 空 间 的 存在 性 与 叭 
一 性 等 问题 。 特 别 地 ， 氢 述 了 所 谓 万 有 复 倒 空间 的 概念 和 性 质 。 

8 7 与 $ 8 通过 映射 空间 的 性 质 ， 着 重 介绍 路 径 空 间 、 过 路 
空间 这 一 类 特殊 的 纤维 做 间 。 根 据 过 路 乘法 的 性 质 ， 我 们 引伸 出 
已 -空间 的 概念 。 凡 此 种 种 ， 在 河 伦 论 的 近代 发 展 中 是 经 常用 
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到 。 近 期 的 一 些 拓 扑 学 家 常 由 近 路 空间 出 发 建立 周 伦 理论 〈 例 如 
见 (72 等 ). 


$1 纤维 空间 


映射 的 升腾 问题 ， 是 代数 拓扑 中 又 一 个 重要 问题 ， 它 与 映射 
扩充 问题 相对 偶 。 问题 是 这 样 ， 设 已， 已 与 X 是 拓扑 实 间 ， 
P :EE 一 BB，g :X% 一 卫 均 为 映射 。 如 果 存 在 映射 了 :X~> 已 ， 使 
得 pf 二 9g， 则 f 称 为 9 在 E 上 的 升腾 ， 即 图 表 


E————— e 


~ 一 
; ` x g 


是 交换 的 。 此 时 ， 称 9 能 升腾 到 EE 上. 

An. S14 HÆRS (X, A) 对 Y 了 具有 同 伦 扩充 性 质 ( 有 
时 简 记 为 日 EP) ， 寻 映射 9 : A 一 了 的 扩充 问题 仅 依 赖 于 9 的 同 
伦 类 ， 而 在 同 伦 论 中 ， 道 常 考虑 问题 的 方法 正 是 映射 的 同 伦 类 ， 
而 不 是 单个 喘 射 本 身 。 因 此 ， 这 一 性 质 是 重要 的 。 

相对 偶 地 ， 在 开 腾 问题 中 有 复 亚 同 伦 性 质 。 

定义 1.1 iZpliE- B 是 一 有 映射 。 称 映射 p 对 于 拓扑 空间 
怀 具 有 复 声 同 伦 性 质 ( 简 记 为 CHP)， 如 果 对 任意 映射 1 :XX 一 
E RA gi X>B, tl, E gop, WEEE f,: X 
>E, EIo t€ 1, Jo=f. MEK 


是 交换 的 ， 其 中 G (x, t)j=g,í(x), F(x, t= falx), ix) = 
(x, 0), EX, t€ TI, JEF, WERS /的 同 伦 f ARRI 
9 二 Pf 的 同 伦 9: ， 
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命题 1.1 设 映 射 n E-B 对 宏 间 关 具 有 CHP, 则 映射 9 : X 
一 已 能 否 升腾 到 已 上 仅 傅 顿 于 9 的 同 伦 类 [9 ] 。 

证 明 格 ( 复 习题 )。] f 

定义 1.2 设 p :5 一 B 是 映射 BRR p 对 于 拓扑 空间 B 
(X, A) 具有 复 侄 同 伦 扩 充 性 质 ， 简 记 为 CHEP， 如 果 对 任 
意 映 射 /:X- E 及 映射 g=pf:X—>B W i£ ARE g: X-B, 
t ET 来 说 ， 任 一 个 复合 g. 14 的 映射 | 4 二 f B 4 t f: A 
—E, t ET， 都 能 扩充 为 复 琶 g, 的 映射 了 的 同 伦 fO XE, 
见 图 表 


——— 
E + B 
~ i `~ ~ g 


~ 
A 二 一 -二 六 区 


的 交换 性 ， 其 中 fo 二 f, fo= f. 

或 者 ， 换 一 种 常用 的 表示 : 设 fiX- E, G:X x I — B 
为 映射 ， 使 得 G (x, 0)=pfO0), x€ X, 而 如 果 部 份 同 伦 映射 
FF:Ax1->E， 使 得 CG (x,t) 二 pF(x, t), (w t)6€ Ax 15 
F(x,0) 二 f(x)，xE A。 则 可 扩充 成 映射 F:XxX 了 >E， 使 
得 PF 二 G，, 及 F(x,0) 二 f(x)，x € X. 

显然 ， 当 4 二 gj， 则 CHEP=CHP， 

现在 我 们 来 叙述 纤维 映射 的 定义 。 

定义 1.5 设 p :EE 一 B 是 映射 如果 p 对 任意 有 限 (单纯 ) 复 
形 所 在 的 空间 |K|，、 基 有 CHP, Miko 是 一 个 纤维 映射 此 
时 ， 拓 扑 宏 间 E 称 为 以 8 为 底 空 间 ，P 为 投射 的 纤维 空间 ， 

对 于 任意 5€ B，p-1(b)CE 称 为 5 上 的 纤维 . 


附 记 1 此 定义 是 J.-P. Serre 意义 下 的 纤维 窗 名 (ML 
[241)， 与 其 他 如 1955 年 W., Hurewicz 提 出 的 纤维 空间 含义 
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有 所 不 同 。 后 者 要 求 映 射 n 对 任意 拓扑 空间 X, RA CHP 
( 见 [24])。 请 读者 使 用 时 注意 。 

附 记 2 与 五 情形 一 样 ， 以 下 有 限 (单纯 ) AEK (sk L 
等 ) 亦 代 表 空 间 | 天 | (或 |L| 等 ) 。 

附 记 3 定义 中 未 假定 映射 9 :E 一 8 的 在 上 性 。 容 易 
验证 ， 当 8 是 路 径 连 通 宏 间 ，E 天 名， 则 纤维 映射 ,p 总 是 在 
上 映射 。 

事实 上 , 设 5€E B, 取 K 为 一 点 6e€E E, 又 设 1 :ee 一 EE， 
使 得 f(e) 二 e。。 因 8B 是 路 径 连 通 的 ,有 同 伦 91:6 一 B,t € I, 
使 得 Jole) 二 p (e)，g91(e) 二 b 。 根 据 p 是 纤维 映射 的 定义 ， 
存在 f 的 同 伦 fi:e->E, 使 得 g, 二 pf1，t€1, 记 
e'=fi(e)C E, H|p(e')=b, 

例 1.1 同 胚 映射 P :三 一 已 ， 显 然 是 纤维 映射 。 

例 1.2 工 .84 的 指数 映射 :E1 一 S11 是 纤维 上 映射 。 
证 明 见 练习 工 .2， 

例 1.5 设 8 与 F 为 拓扑 空间 ; P1:8 X『->8 为 自然 
投射 , 即 对 (5,y)E BxF,p1(b,y) 二 b。 则 Pp1 是 纤维 映射 。 

EEE, 设 / :KK 一 Bx 是 映射 ，K 为 有 限 (单纯 ) 复 
É, 9:K—>B, tI Æp tAE. Kir Sf K—>BxF A 
Rij, ERTEK, # 
| feGx)= (g, X), p2f(x)), t€ I, 


其 中 pz: Bx F-> F 33 B 883238, BBS (b,，)E B x< F, 
p. (b, z)=s, 可见 f, 是 了 的 同 伦 ; H. pi f,=g tE ik 
pl 是 纤维 映射 。 此 了 时， 对 5E B, b 上 的 纤维 pil (b) Ë FI: 
FHF. 

例 1.4 设 p :已 -> 了 为 映射 ， 且 有 (EL) E PE BR Ai 
¢:BxF—=E, Æ po=p 3P pi 见 例 1.3 MJ p £F 
HEIRAT. | 
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事实 b, R f:K-— EË Aiki, g,:K— B, t€ IE 
g =pf 的 一 个 同 伦 。 因 p1 是 纤维 映射，? 是 同 胚 ， 对 于 
F=f, g&n 的 一 个 同 伦 ， t€ T, 则 有 f' 的 同 
伦 f1:K>BxF， 使 得 Piff 二 91， tE1。 于 是 命 
fi 二 pf1:K->E,，tE1T， 则 fi 是 了 的 同 伦 ， 且 有 :Pf 1 二 91， 
t€ 1, 
其 余 的 例子 见 8 2，8 4 与 8 5 等 。 


关于 判断 一 个 映射 是 否 是 纤维 映射 ， 我 们 有 如 下 定理 。 
定理 1.2 ip: E- BERI, 则 下 述 条 件 是 等 价 的 ， 

Ci) p :££ 一 B 是 纤维 映射 ， 

Gi) p : ->B 对 每 一 个 单 形 0"(m 之 0) 具 有 CHP, 

Cii) 对 任 一 个 单 形 0"，m 宇 0, p 对 空间 偶 (07, óc") 
具有 CHEP， 

Gv) 己 对 任 一 个 有 限 (单纯 ) AWAK, L) 具有 CHEP, 

Cv) BK, LAAR CHD AR, H LÆ K WR E E 
aiD. iE f': LEES, g: K— BÆ g 二 pf ' 的 扩充 映 
3. W ADERS KE, E pf=g. 

证 明 Ci) > Gi) 显然 。 

Gii) > Gi) iZ#m=0, B EX 1.2 即 得 到 。 现 设 
mn 之 1。 任 给 映 射 f:0">E 及 映射 g = pf: o" — B H B] f€ 
9:10">B，t € I, Bi2mk3 f =f 190" 的 同 伦 f 1:00” — E , 
tel, Em pf 二 91 ðo", +€ I, R 

A (o, G0")=o"x (0) U (00")xT Co" x I, 
我 们 又 取 EE RES 9 :0" x1->0" XT， 使 得 
go" x (0))= 八 (0",， 0o"), 
9 的 存在 性 见 与 之 等 价 的 本 节 末 引 理 1.3。 倒 Ff': 信 (0",00") 一 


@ 参阅 [1]75 页 。 
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E 为 映射 ， 使 得 
f(x), (x, C do0" x (0); 
F' (x ,ty= L 
fi(x), (x,t)€ (90") xI; 
及 G':0"XI->B8 为 映射 ,使 得 G'(x,t) =g: (x), (x,t) €G o" xI, 
于 是 ， 有 
F=F'y|o"x (0):o" x (0)—E, 
G=G'g:o"s"xI— B, 
HÆS pF=G|o"x (0), 
根据 条 件 Gi), FH@F49 3 F:o"xI>Edg@8pF=G. 
现在 命 f1:0">E，tE1， 使 得 f1(x) 二 Fol1(x,t)，xE o", 
t€ T。 可 知 f, EE 9, 的 疾 射 了 的 同 伦 ， 故 了 对 o”, 00") E 
A CHEP, 
Gid > Gv) RDE, HK- L) 中 所 含 单 形 个 数 
r 用 归纳 法 证 明 (iv)。 当 7 三 0 Gv) BARZ. Mikr >l. 
F£ Bh 3 fi:K 一 E 及 上 映射 g 二 pf:K 一 B 的 同 伦 gt:K>B， 
titET， 且 设 上 映射 f= 了 | 上 的 同 伦 j1: LE, +€ I, 使 得 
pfe 二 911L,tEI, fog (K-L) 中 一 个 具有 最 大 维 数 的 音 
É. W K = K—c, 4 K ¿EK h tl 6 L yf. BE, KE 
A(K,L)=Kx(0) UL SEK, 
A(K ,,L)=K, x (0) UL,CK;x I, 
其 中 L,=LxI, K, = KxI nm. AFG: A(Ə0K, L)>E, 
G:K > B Myth y, ER 
f(x), (x, DC Kx (0), 


a= 
f, (Xx), (x,t) € L,, 


G(x, t) =9: (x), (x, t)E Ky 


及 F¿=F'|A(K,, L), 
根据 归纳 站 假设 ， 5 可 扩充 至 映射 Te: K x I> E, 使 得 
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pFs=G |K ¿xI, ; 

记 FiA, 0o)—>E, IB Fr|ox (0)=F!|ox (0), 
Fr |(0o)xI=F|(O(0o)xI, A 天 为 映射 , 且 根 据 条 件 (iai) ,Ff 可 
扩充 至 映射 fl :o x1->B， 使 得 pFi=G]oxI, 

于 是 命 :Kw->E 为 映射 ， 使 得 FIKsxI=Fs, FloxI = 
Fi. M FÆ F HERI H p 了 二 G。 归 纳 法 步 又 完成 。 

故 P 对 (K  L)R# CHEP, 

(i) 2 (v) 设 L 是 的 强 形变 收缩 核 ， 即 有 同 伦 de :天 一 
K, t€ 1, 使 得 do = | OED :K—>K, Kd :天 -~> 工 为 收缩 
kij, di 1 工 二 1( 恒 同 ): L —> L. 

& f=f'd:K>E, gt=gdit: K>B, €I, 
知 go=gdi=pf'digpf, k f, = f': L>E, t€ I EEAR 
glL 二 g|L 的 (平凡 ) 同 伦 。 根 据 条 件 Gv, =F ,有 了 映射 了 的 扩 
充 同 伦 f 1: ->E， 使 得 pf 1 二 91:，tEl, 

m /二 f1:K 一 E， 知 /是 f' 的 扩充 ， 且 pf 二 9， 

(VSC) 对 于 任 一 个 有 限 ( 单 纯 ) AWK, WA K x (0) 
J K |, 的 强 形变 收缩 棱 ， 由 条 件 (v) HJ 得 到 Pp 对 KK 具有 CHP， 
即 p 是 纤维 映射 ，】 

最 后 ， 还 需 证 明 下 面 的 引 理 ， 

511.3 对 于 7 演 1， 存 在 (在 上 ) 同 胚 映射 YY:V"x1 — 
Vnx 了 ， 使 得 (VYV”Xx oU S” ‘XD)=V" xX), 其 中 VY" 与 
S"=0V" 见 I .$§ 3. 

证 明 如 图 1.1 将 Vx 了 分 成 两 部 份 ， 即 


2 
Ix|[21-—_ tp 


4={ ex， EV"xI 


} 
I<- t}. 


B= fe, HEV’XI 


命 Pix I>V"x I, ER 
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图 1.1 
t 
(Pe 二 0 一 到) bA, 
V(x, t= 
2t 
(这 和 1— 4), (x, ED, 
容易 验证 : 


Ci) 的 定义 是 一 意 的 ， 且 是 连续 映射 ， 
Gi) W(A)CA, W(B)CB, 


1 
Es 


Gii) W(SV"x (0) =Í D 


w(Sn-1 x n=Íe D| <lzl<1), 


AZ W(V"x(0 US? xD)==VY" x(1); 
(iv) Y- Y =1 ( 恒 同 ):y”"X1I>y”x1， 因 之 Y 是 同 
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胚 喘 射 。] 


$2 从 空间 


本 节 从 局 部 复 益 同 伦 性 质 开始 ， 给 出 纤维 映射 的 局 部 特征 
(定理 2.1) 。 再 从 此 基础 上 ， 由 例 1.3 的 笛 卡 儿 乘积 空间 作 模 型 ， 
引出 局 部 笛 卡 儿 积 式 的 空间 一 一 从 空间 的 概念 及 若干 例子 。 

定义 2,1 i p:E->B 为 一 个 映射 ，0" ym EB JE (m 20) , 
映射 p 称 为 在 点 bEB 处 对 o" 具有 局 部 复 禾 同 伦 性 质 ( 简 记 为 
LCHP) ， 如 果 引 在 B 中 有 一 个 领 邻 域 U。， 使 得 p:p 1(Uo) 一 
U, *Fo" HA CHP, 

定理 2.1 映射 p:E->8 是 一 个 纤维 映射 ， 当 且 仅 当 对 任意 
单 形 0"，m 之 0, p 在 每 一 点 bEB 处 都 具有 LCHP, 

证 明 必要 性 对 每 一 点 5E€B， 取 Uo 二 B 即 得 到 。 

充分 性 ”根据 定理 1.2， 只 须 证 明 ， 对 每 一 个 单 形 o" (m 之 
0), EH f'io"—E 及 pf' 的 同 伦 G:0"XxI->B,， 则 有 ff" 的 同 
t Fio" xI>E, 488 pF 二 6G。 

根据 假设 ， 对 任意 DEB, Ab EBpHRR Uo， 使 得 p: 
p 1(U,)—>U, 是 一 个 纤维 映射 。 记 

Q(=(U, bEB), 

VW={Vo=G71 (Ub) Us EU), 
aU 与 叫 分 别 是 B 与 0"Xx1 的 开 复 羔 , N Oox ER T E 
量 空间 ， 根 据 [ 1 1 有 Lebesgue žk r>0, E3 于 0" X17 的 子 集 
W， 只 要 D (W) <r， 共 中 DD 直 示 就 0” x 1 E JE Etifq P: W Bir ges 
则 W 至 少 包含 在 茶 一 个 Vs A. 

于 是 ， 可 取 o" 的 多 次 重心 重 分 及 了 的 分 割 Stot 
<t,=1, fEfB3HEG Jo ?4E K, K3HE— A i: 0 < í <l—-1, 
# DG: x [titi] < r, AMA U,€Q(, Gtx [ti, ha) 
SUb, 
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MER i: 0 <1!， 用 归纳 法 定义 映射 Fi:0"Xx [o, til 
E, 48 Filo"x (0)=f', B pF,=G|o"x [to ,t ,], 34 i=0, 
因 [io,t4] 二 0， 取 下 ;二 f' RAR A i, 0<i<l— EA 
ERRA Fi 已 定义 我们 将 在 下 面 定义 陕 射 X14:0" Xx [t 
tiy] >E, E xalo" t) =F, [e"x (t), H PXi1 二 Glo" x 
[i ,二 40。 显然 ， 如 果 这 样 的 映射 x 存在 ， 只 须 命 Fit1:0” x 
[ostis] E, 使 得 

Faale"x [iosti] = Fis Pryilo” x [titi] =x. 

4382 ese, Few 二 Fi:0" x1->E, 这 就 证 明了 本 定理 ，。 

最 后 ， 我 们 来 定义 x: 

记 0" x [l i a]=Kx[t, ti] 8 T£ Ki=Kx (t) UK: 
x [I , tii], k=-—1,0,1, =, m, HPK E KW) Kk HEB 2g, 
Kk 二 一 1 时 , K :二 K x (t). 

对 艳 用 归纳 法 定义 映射 xX, I KiE, Edy i =X, e |K:, 
且 pxi,k =G|Ki, 事实 上 ， 当 K 二 一 1， 可 取 xi, -1 二 Fi|o” 
X (t), 设 对 某 一 个 k: 0<Km，wxi, kg-1 已 经 有 了 定义 。 对 
任 给 tr*EK, 存 在 UbE MU， 使 得 GC Xlti,ti41])SU。。 根据 
U, 与 Xi, p1 的 定义 及 定理 1,2(Giii)， 则 xi, wilt*Xx (t,) U 
OTH Xh, t ia] 可 扩充 至 映射 Xi, riitt Etip >E, E 
py i, rt 二 GIT X [bti] FÆ, PN xi, k-1 的 扩充 映射 Xi. K 
KiE, ERREA k MATEK, Xa, eltt x [ti ,ti41] 二 
Xi, ri。 对 无 的 归纳 步骤 完成 。 

显然 ， 为 了 定义 适合 条 件 的 映射 X;， 只 须 取 yi=Xi .. ] 


附 记 ”定理 表明 ， 映 射 n:E 一 B 是 纤维 映射 ， 即 每 一 点 
bEDB, ABRU., tpi 1(U。) 一 Ub 是 纤维 映射。 这 
是 纤维 映射 的 局 部 特征 。 


如 例 1.3 指出 ， 币 卡 儿 乘积 空间 的 自然 投射 是 纤维 映射 的 简 
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单 而 重要 的 例子 .现在 考虑 映射 pD: E--B, 其 中 空间 巨 从 整体 看 
虽 不 是 乘积 空间 B x F 的 形式 ， 但 就 局 名 而 言 它 是 备 + JL R =< 
的 。 这 种 情形 就 是 一 类 重要 的 纤维 空间 一 众 空间 ， 也 称 纤维 
从 。 其 定义 如 下 ， 

定义 2.2 设 Pp:E->B 是 映射 ,如果 存在 一 个 拓扑 空间 ， 
使 得 对 于 每 一 个 5E B, WA b 在 如 中 的 邻 域 wa 和 (在 上 ) 同 胚 映 
射 bu, Uo x Ep iUn), E pou, (y= (x, g) EUbX 
F, M p 称 为 从 映射 ， 称 为 以 8 为 底 空 间 ， 王 为 导 空 间 ，P 为 
投射 的 从 空间 ， 此 时 亦 称 p XF FRERE + JU SR Bu, 

定理 2.2 设 Pp:8 一 B 是 从 映射 N p 是 纤维 映射 。 

证 明 对 任意 DEB, A Un WEAR 


b, 
U,xF——ə Au, 


AN, 
UN, K 
ta pu Z P" 


的 交换 性 。 根 据 例 1.3 与 1.4，p:p iUo) —>Uo 是 纤 继 映射 ik 
根据 定理 2.1， p:E—D 也 是 纤维 映射 。】 


附 记 显然 ， 对 每 一 个 bEB， 纤 维 p 1(5) 与 FF 同 胚 。 
例 2.1 pı:BxF—>B 如 例 1.3。 显然 hl ÆA Br, BHH 
` d 
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乘积 空间 中 x 志 是 如上 的 以 己 为 导 空 间 的 纤维 从 ， 其 中 少 是 
ERRAR. 

例 2.2 M.bius 带 ， 如 图 2.1， 定 义 见 [1]109 页 。 

CEA S! (二 器 点 登 合 的 线段 ) 为 底 空 间 , RER FATE 
间 的 纤维 从 ,对 于 5E Si ABR Uo, 在 M-bius ##_Ep 1(U ,) 
是 一 个 “第 形 ”。 即 M.bius Ehki “EW EN 
合 " 而 成 。 

例 2.5 Klein 
瓶 ,如 图 2.2， 是 反 
HASA RHE HA 
底 园 而 成 。 它 是 以 
S1 为 底 空间 ，$S1 
为 导 空间 的 纤维 
从 。 对 于 bEB 有 
邻 域 U。， 在 Klein 
JK E, iUs) 是 
一 “ 柱 形 ”. 即 天 lein 
瓶 是 由 一 些 块 “ 柱 
形 ” 适 当 “ 粘 合 ” 
而 成 。 

例 2.4 1 维 球 SS>) 是 以 维 射影 空间 P” 为 底 空 
A, F= {1, 2) 是 仅 包含 两 点 的 离散 空间 为 导 窗 间 的 纤维 丛 
( 见 图 2.3)。 


事实 上 , P” 是 由 8" 将 对 径 点 等 同 所 得 的 商 空 间 。 记 p:8” 
一 已 "为 自然 投射 及 0:Sn—S" A 31 2 Bbk B$. 即 对 于 b€ S" 有 
0(b) = DES", bA b HHR. HERD =p (b) =p (8) € P", 
E bE S" rh ñ 9 32U,, UNUE, h U, = 
0(Up), MU p* =p(U,), Wp (U, )=U,UU, 是 S" FE, 
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知 Uox 是 P* 的 开 集 ， 即 5* 在 P” 中 的 贸 域 。 
由 于 UoNn Uo 二 必 ， 有 (在 上 ) 同 胚 映射 bu,e:Upr X F— 
p-1( Uo*)， 使 得 对 于 任意 et=p(e)=p(e) EUor， 有 
Pu, (0*,1)=0EUb, Pys (0*, 2) =6E Ùn, 
H pu, (0*, 1) =0* =P $y a (0*2). 


8$3 纤维 空间 的 同 伦 群 

本 节 回 到 一 般 的 纤维 窗 间 ， 将 证 明 纤 维 了 映射 在 同 伦 诊 中 的 一 ` 
个 基本 定理 。 即 底 空 间 对 某 一 个 基点 的 同 伦 群 与 纤维 空间 对 于 基 
点 上 的 纤维 的 相对 同 伦 群 同 构 。 

先 介绍 一 个 记号 。 

设 X 是 路 径 连 通 宏 间 ，Xo 是 天 的 子 集 〈 不 一 定 是 路 径 连 通 
的 )，xoEXo。 对 于 4 关 2?， 在 定义 工 .5.1 中 ， 我 们 已 给 出 相对 同 
ERÈ MaX, A, IO HEX. EZR TalX, Xo, Xo) = naX, X$, 
xo), J&rh Xi Æ Xo 中 xo 所 在 路 径 连 通 分 支 。 

此 外 ， 记 'Ti(X ,Xo,xo) 是 一 切 上 映射 : (1,00), (1))—(X,xo, 
XX0) 就 同 伦 关系 f=7' :(1,(00), Q))—> (W,xo, Xo) 所 分 成 的 同 伦 
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类 和 集合， 

定理 3.1 设 B 与 8 是 路 径 连 通 实 间 ，P:E->B 是 纤维 有 映射 。 
bo€ BoCB, it Eo=p 1(Bo), W eo Epi (bo) SE, MJ p S!H 
同 构 Px:Ta(E, Eo, 60) == xq (B, Bo, bo),，94 之 2， 及 一 一 对 应 
Px: (E, Eo,60)—>n, (B, Bo, bo). 

证 明 由 定义 工 .6.2 等 ， 易 见 映射 P 导出 同 态 

Pp#:Aa(E, Eo,e0)—>XTa(B, Bo,bo), q22, 

BAIE paini (E, Eo, 60)>71(B,Bo,bo), 

Ci) px 的 在 上 性 9:79, S901, po)—>(B, Bo, bo JE y 
Exo(B,Bo,bo) 的 代表 映射，4 宇 1。 因 po 是 V9 的 强 形变 收缩 
核 ， 根 据 定理 1.2 的 条 件 (v ), 存在 映射 f: C7, Po) > (E, 20), E 
得 pf 二 9， 从 而 知 f(Sq 1) C EÓ, 。 即 映射 f: (V9, S97! ,po)—> 
(E, Eo RR TE, Eo,60) PERO, H Px(0) 二 ， 

Gi) px 的 一 一 对 应 性 ， 设 4 与 hE nol(E, Eo, 60), 使 得 
px (0) 一 px (有 ,4 之 1， 分 别 选 取 4. 与 6 的 代表 机 射 f 与 1': (NQ, 
S971,po) 习 (EB,Eo,e0)， 则 存在 同 伦 映 射 G: (9, S971, po) xI 
—(B,Bo,bo) ,使 得 G(4,0) 二 pf (u) ,G(u,1)=pf' (u), u€ Va, 

记 了 二 VY ?x(0)UY?x()U PXI, B T R Vx] 
的 强 形变 收缩 核 ， 命 和 :T->E 为 映射 ， 使 得 
fa), (u,)C€ Vx (0), 
F' woz u), (4, EV9X(1), 
ĉo» (u,t) E (po) XI. 
知  pF'=G]T, 
根据 定理 1.2 的 条 件 (v )，F' 有 扩充 映射 :4x1>E， 使 
得 pF=G, Jm FSi xI GCE., HIWIpBk3rF:(V3x I, Sn-1 
xI, pox D—>(E, Eo c0 A £ f = f" E. a=, ] 
由 此 得 到 下 面 的 重要 的 推论 。 
推论 3.2 设 7:E->B 是 纤维 映射 忆 与 中 是 路 径 连 通 空 间 ， 
boEB，eoEp 1(bo), W Px: Ta (E, p! (bo),e0) Aa(B, bo), 
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q2>2, K pa 是 区 (E,p 1(bo0),e0) 到 Xi1(8,b0) 的 一 一 对 应 。 
证 明 只 须 在 定理 3,1 中 取 Bo = (bo), HT 
Taq (B, {bo}, bo) = tq (B, bo) 
即 得 推论 。】 
现在 考虑 纤维 映射 的 同 伦 叙 列 。 
设 p:E-> 忆 为 纤维 映射 ，2oEDB，eoEp-1(0o) 等 如 前 所 述 。 
HAE E, T! OD ARERIA] 
d 
+ —> Tg (E, p! (bo) ,00) 一 “>7ra (p'l(bo),eo) 
; . 
— ma (E, e 5> Tg (E,p! (bo) 20) 一 一 > sr 
d 
—> (E, pi (bo), eo) — > (P7! (bo) ,eo) 


1 
A (E,eo) ymi (E,D! (bo) eo), 


注意 ， 因 p -1 (bo) 不 一 定 是 路 径 连 通 空间 , 其 中 re (P o), 
eo) 表示 空间 P! (bo) 中 eo 所 在 的 路 径 连 通 分 支 的 q 维 同 伦 群 ， 
I 宇 1， 由 定理 了 .7.1， 上 述 同 伦 狗 列 是 正 合 的 。 

定义 5.1 设 p:E—B 是 纤维 映射 ,£ 与 8 是 路 径 连 通 空 间 ， 


bo EB, eoEp 1(bo), IJ 


d i 
"e —> Tay (B, bo) — mq (p~! (bo), e0)— >r (Ë, eo) 


aan (B, bo) -> — m (B, bo) 


d i p 
一 ri (p'1(bo), eo) — m, (E, eo) — >r] (B,bo). 


称 为 纤维 映射 p BJ FJ f 3231, HP 
d,=dspx!ima (B, bo) >na (P? (bo), 60), q22, 

及 px:Tq(E,60) 一 Xg(B,bo)，9 之 1 Ak dip 导出 的 同 态 。 
命题 3.5 上述 纤维 映射 p 的 同 伦 叙 列 是 正 合 的 。]】 


例 3.1 3 n>2, Æ 
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ma (P")= ra (S"), 4 之 2， 
z ((Pn)==J;, 
其 中 P" Jn iEn. 

证 明 由 例 2.4， 自 然 投 射 p: SOP 是 纤维 映 射 对 
于 btePn, piht) = (bo, bo) 仅 由 两 点 组 成 。 因 之 
mq CPTI (DS) bo) =0,4>1. RIEM. 3, Tg (S= (Pn), 
9 宇 2。 再 利用 推论 3.2，px :Te (S”, pi (b7), bo) > mi (Pn, 
b*) 是 一 一 对 应 ， 而 Ti (Sr, pI OF), bo) 仅 含 两 个 元 素 ， 故 
知 TI Pha] 

例 3.2 Xa(S1)=0，9 之 2。 

证 明 设 P:E1>S1 为 指数 映射 ， 它 是 纤维 映射 〈 见 例 
1.2)。 对 于 bo =(1,0 ESL， 有 Pp l(bo)=J, W e€ J, 4 
zq (p l(bo),e2a)=0,q2>1. 故 px: Ta (E!, 60) Ng (S1, bo), 
q222, HJ ra(S1 三 0。 


54 球 的 纤维 化 

作为 例子 ， 本 节 介 绍 在 同 伦 论 历史 上 很 引起 注意 的 Hopf 纤 
维 映射 

DIS920- 1->O7， n=2, 4, 8, 

它 是 1931 年 一 1935 年 由 H, Hopf 发 现 的 ， 见 [17] 5 [19] 。 这 些 
结果 称 为 球 的 纤维 化 ， 分 述 如 下 ， 

1. n 一 2 的 情形 ” 设 C 为 复数 域 ， 知 

Ss= { (2122) € Cx C|z zi +Z;za=1), 

利用 球 极 投射 ，52=E2U (co) =C U (co), 

Æ C2— (0,0) =CxC— (0,0) 中 ,将 u= (z1,z2) 与 
Azi Aza) (4EC 一 (0)) 等 同 ,所 得 的 商 空间 称 为 复 射 影 走 线 , 记 
为 MM 使 p:C?2 一 (0,0) 一 M 是 自然 投射 ,使 得 Pp (z 1 ,za) = [zi ,z2] 
EM。 其 中 尾 即 取 C2 一 (0,0) 的 商 拓扑 。 即 USM 是 开 集 ， 当 
Hi4 07! (U) 在 C2? 一 (0,0) 中 是 开 集 ， 


Au— 
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P153:53->M 是 在 上 的 。 事 实 上 ， 对 任意 [z1,z2]E M, # 


u= 52 pC 53, o) = [z1,Z2]; 同时 ,如 果 (21,22)， 
(2121 十 3222) 
(#(,z4) ES3 ,使 得 0(z1,2z2) 一 0(2 人 1 2)， 当 且 仅 当 有 4EC 一 (0)， 
而 zf 二 4z1 Z= AZ, AAAA SAA (ZZ HZZ) =zftzf +zizi= 
1， 知 BM =1. HB# 0, —m<0<x, 4 二 e'?。 放 对 [71,22] 
EM, p 1([zi ,z>]) 5 S3 hpi S1 Bp, 
命 X:M~~52， 使 得 对 于 fsl,sz]EM， 有 


Z1 

ŽL, #20， 
x([2 i ,Zə]) =! Z2? 

' co, z,=0, 


可 以 验证 x 是 (在 上 ) 同 胚 映射 ， 
Ci) x 的 在 上 性 与 一 一 对 应 性 ， 根 据 定义 是 明显 的 ; 
Cii) 由 Xp:C2 一 (0,0)->S2 是 连续 的 ， 根 据 商 拓 扑 定义 ， 
x 是 连续 的 ; 
Gii) 由 名 二 p (53)，M 是 紧 致 的 ， 根 据 ( 与 (ii)，X 是 同 
pk BF. 
现在 定义 :Pp 二 Xxp155:53->S2。 我 们 证 明 S? 是 以 3? AEE 
Eo S AIZE, r 为 投射 的 纤维 从 ， 
ses R, 记 U=CGS2, V=S2— (0)， 则 U 与 VY 是 S2 的 开 
#, S2z=UUV, 因 
p1(U)=((zi,zə) € Sš|z;>c0), 
p 1(V)= ((# i ,z>) € S3]z  Əc0), 
命 puiU xS1l—p'1(U), pi: V xSl—p 1(V) 分 别 为 下 式 规 定 


的 映射 
zei? ei? 


Pu (2,6'") -ji Ja) zeU, et ESti, 
zz -+ ZZ 
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ei? 
F p ZSV- (e), 
ND IE 了 
Pr (Z, e”) = 


(eit ,0), : z= co, 


则 Bu 与 $y Æ EBD Ayh, H 
phulzsei)=s,  z€U, 
Pp (z,e) =z, z€ V, 


故 P 是 从 映射 。 

命题 4.1 > q2>3, T(S?) =T (S2), 

证 明 IH Hopf 纤维 号 射 p:S3->S2 的 同 伦 和 氢 列 的 正 合 性 
(命题 3.3) ， 及 Talsi =0, 4>2 ( 例 3.2》， 即 得 此 命题 . 】 


附 记 ”作为 命题 的 当然 结果 , 有 Ts (5?) 一 J，p:53->53 
代表 TSD HERT. DEE, 因为 对 7 维 球 S”, qn, 
mq (S) 是 容易 计算 的 〈 见 定理 H ..4.1) ; 然而 ， 当 9>>m， 
TSD ERI Ha (SH 类 似 也 是 平凡 群 呢 ? H, Hopf 1931 年 
在 [17] 中 ， 首 先 指出 ， 存 在 映射 p:3? 952， Z J AS are ER 
射 。 于 是 才 使 得 研究 一 般 高 维 同 伦 群 的 问题 成 为 重要 (但 又 
实际 上 是 困难 〉 的 问题 ， 


2. n 二 4 的 情形 ATARBA e gj psst, F 
用 四 元 数 系 Q@ 。 这 里 简单 介绍 它 的 定义 。 

记 Q= E4= {u= (x), X2, Xs, x4) |Xi 实 数 ，! 二 1, 2, 3, 4}， 
对 通常 的 向 量 加 法 与 数 乘 向 量 组 成 ( 实 ) 四 维 线性 空间 ， 以 0 二 
(0，0，0，0) 为 零 元 。 我 们 在 Q 上 定义 乘法 运算 : QxQ—Q. 
为 此 记 6。 = (1, 0, 0, 0), i=(0, 1, 0, 0), 7 =(0, 0, 1, 
0),， 大 二 (0，0，0，1)， 用 下 裘 规定 它们 的 乘积 
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e = 
e . 
U 

! 

K 


对 于 一 般 元 素 1 = (Xis X2, Xs, X4) = X16+ ti +xsj +x4k, 
u'= (xi, x, xí, xí)=xí(e+xii+xíj+xIk, 根据 分 配 律 展开 ， 
并 合并 各 项 ( 实 ) 系数 所 得 结果 来 规定 乘积 4, 4 。 对 4= (i, xo, 
YX39 x) € Q ku =<, — X2, —Xg3, —“X4)2u fE Q rh hiye 
IR, Eiki HEH: f 

(i) ueu = (KI +X5 +x3 +X4)e= |u|2e, 
Jeh [u= G +x1+x2 p x3) 去 称 为 fE O th DES, 

(如 二 0， 则 存在 唯一 的 逆 元 u = 

Gipu, u'€Q, Wu. u'|=lullu'. Hm 0#—4 
非 交 换 的 可 除 结合 代数 ， 称 为 四 元 数 系 。 

现在 转 和 人 主题。 

S7={( ,U2) € QxQlu,u | tuzu =e) CQxQ =Q2, 
在 Q? 一 (0, 0) p J4 (u1, u2) 8 A (U, Ug) = (Au, Aua) (ÀC Q— (0)) 
等 同 ， 所 得 的 商 空间 卫 称 为 四 元 射影 直线 。 记 p:Q2 一 (0,0) —T 
为 自然 投射 ,使 得 p u ,4a) = [uu] € T, Jkrh T R? (0, 0) 
的 商 拓扑 ， 

易 知 ，P1S7:S7-> 了 是 在 上 的 。 因 对 lu, us]8€ T, 有 e= 


一 (His 2) + EST, pe) =[u;; ul; 且 对 于 Œi, u>) 
dju h2 + hual?) 

与 (Ca 人 ,4 人 ES7 Æ PU, U2) =P (Uf, ug), 4 RI u= Au, 
性 二 hu42， 其 中 AC Q,|2|=1. BAF [u2] ET, (u uly 
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与 Q 中 的 单位 球 SS 是 同 胚 的 。 
利用 球 极 投射 ， 知 StœE4U (co) 二 QU (eo) , 分 XT->S4， 
使 得 对 于 [ui1，u2] ET， 有 


Ui /Us, Us %0, 
x([u i, Wz]) = 
co ， u,=0, 
类 似 地 ， 可 验证 x 是 (在 上 ) AES, 
定义 了 7 二 xp|57 :5957 一 54， 则 37 是 以 S54 为 诡 宏 间 ，S3 为 导 
空间 ， p 为 投射 的 纤维 从 。 
事实 上 , ië U—<=Q, V=54— (0), MU -5V Æ StA FE, 
St=U UV. ñr 
pr: UxS3—>pi (U), ør: V xS3—p'1(V), SUAFA 


定 的 映射 


py (u,u) = w = x: 
v = (CT VET ) 


ugU, ves, 


— — + ——— 
+ ju ujı HE 

uEV— (co), r€ S, 
(v, 0), H— oo, v€ S$3, 


Py (u, u) = 


则 ó, 与 gr 是 (在 上 ) 同 胚 映射 ， 且 
pgdr (4D) =u, ELU， 
p$r (u,v) =u, uEV, 
k p 是 从 映射。 
命题 4.2 当 4 宇 2， 有 Ta(S4) =T (ST) DT (S3), 
证 明 JO oC Si, eoEpT1(b0)CS7T， WA p! (bo) ts 33 同 
HE, EES? 中 可 缩 成 一 点 ， 根 据 定理 卫 .7.3， 当 4 之 2 
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Ta (S7,p71 (bo)) Ng (97) 由 Tg (p71 (bo)) 
~n (ST) @ Tagı (S3). 


再 由 推论 3.2 
7Tg (97,P 1(b0)) A (S4), q22, 
故 Ta (S4) =a (S7) Drg (S3), q22, ] 
例如 zs (94) =m (S3), Te (S4) =szs (S3) 
my (S4) =J@ Ne (S3), sss 等 ， 


3，n 一 8 的 情形 

利用 Cayley 数 系 ， 可 以 类 似 地 构造 纤维 映射 n:S15->53， 
先 简单 介绍 Cayley 数 系 的 定义 。 

E W=QxQ=E 中 引入 乘法 运算 WW XW 一 WWW。 对 于 e= 
(ui, ua), e!=(uf, u) €W, fr co'— (uyu —utu,s, ugu + 
usui), Jhum uc O 的 共 板 四 元 数 。 则 (e , 0 ) 是 此 乘法 
的 单位 元 ， 记 为 e"。 堆 元 (0, 0 EW， 仍 记 作 0，。 

对 于 e= Gu, u) € W ,#& e = (u , —u2) 3 e #£ W 中 的 共生 
元 素 。 直 搂 验 证 ， 知 

(i) ec = (uu; + uzu, 0) =|e|2e', 其 中 |el= dul? 
+ [us |?) ERA e EW h i Ek, lul AR u 在 @ 中 的 模 数 ， 


i =], 23 


Gi) 如 ce 寺 (0，0) ， 则 存在 唯一 的 邀 元 素 = 


Gj 设 c 与 c'EW, 则 |ee'|=lelle'1. 
进而 ，W 是 非 结合 的 可 除 代数 ， 称 为 Cayley 数 系 。 现 举 一 
例 说 明 它 的 非 结合 性 ， 


[ (1,0) (0,2)] (0,k) = (0,—1) (0,k) = (—Kk,0), 
. G,0)[(0,D (0,)] = G,0) G,0)= K,0), 

正 因 为 如 此 ， 我 们 不 能 完 至 搬 用 上 流 作 复 射影 直线 及 四 元 射影 一 
线 的 作法 在 作 商 空间 时 ， 需 要 乘法 的 结合 律 ) .但 是 ， 注 意 到 ， 
对 rc 与 c'EW,ce' 寺 0, D 8 Ce’) (e) e (直接 验证 ) ， 这 
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种 “结合 ”性 正 是 下 面 所 要 用 到 的 。 
现在 转 入 本 节 的 主题 ， 
我 们 已 有 
S15=~{ (c1, ox) 入 玉 X 环 |clcl 十 cacas =e!')CW xW=1W2, 
S7=(e€ W|ie|=1)c W, 
S8=E8 U (ce) =W U (co) 。 
现在 定义 p:S15--S8s 为 下 式 规定 的 单 值 对 应 。 即 对 于 C o>) 
ES15， 有 


C103}, C2% 0, 
pCi, C2) = 


co, . e, = 0, 

可 以 验证 ， 

(i)p 是 连续 映射 。 对 于 c= (cuez)E915, 当 os 区 0， 不 难 
看 出 ?在 a 处 连续 ， 而 如 果 (c; [e EW}, | (er ei” 
EW}—>ci¥0, 因 之 (Cf” (614)"!}>oo0， 即 Pp 在 a 处 亦 连续 。 

(让 对 于 cE WcCS8, 有 Pp!1(e) 二 {(c1,c2) EWXxWleccs!= 
e) nS15, 及 p71(o0) 二 {(c，0) EW xW}N515. 即 Ss 上任 一 点 
在 Pp 下 的 逆 像 集 是 S15 中 与 57 A EATE. 

特别 地 ，p:S15 一 S58 是 在 上 的 。 

S15 是 以 S8 为 底 空 间 ，S7 为 导 空 间 , p 为 为 投射 的 纤维 丛 。 

事实 上 ， 记 U=W, V= 二 58 一 (0), 则 UU 与 VY Æ S? H FK, 
Ss=U UV, 

fr pu: U x S?-=p 1(U), r: V xSP V) 分 别 为 下 式 
规定 的 映射 

cd d \ 
Bu (c,h = vitel? >? viiel ): 


cEU,dE S, 
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( a eid 
1 1 ) 
peo pe rr 


ee V — (co), dC ST, 
' (d, 0) c=, d€ S. 


则 Bu 与 $y 是 (在 上 ) AEI, H. 
ppu (c ,dy =c, EU, 
por (c,d) =c, cEV, 
故 了 是 从 映射 。 
命题 4.5 24422, Ng(S8) =n (S15) Drg (S7). 
证 明 的 方法 同 命题 1.2， ] 
例如 2=<4<15, 
Ta (SE) Ag_1 (S7), 
mis (S) =J Dr, (67). 


附 记 1. 在 上 面 构造 纤维 映射 p:S3 一 S2, S7 — S4, 
S15->S8 中 本 质地 用 到 C ，Q，W 是 可 除 代数 这 个 性 质 ， 

附 记 2. 显然 ， 恒 同 映射 i:S1->S1 是 纤维 映射 。 是否 
存在 除 7 二 1，2，1，8 外 的 纤维 映射 :S21 一 S? 呢 ? 这 个 
在 同 伦 论 中 的 重要 问题 ,直至 1960 年 ，J. 了 . Adams 在 [8 ] 
中 才 作 了 证 明 ， 存 在 纤维 射 p:52”1 一 S", 只 能 是 1 二 1,2， 
4, 8 
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在 $1 与 $2 所 举 的 纤维 映射 和 从 映射 的 例子 中 ， 例 1.2 的 
指数 映射 p:E1->51， 例 2.4 RARI p:S"—P"n(n22) ,它们 
.除了 共同 具有 复 父 同 伦 这 一 根本 的 性 质 之 外 ， 作 为 从 映射 ， 其 导 
空间 前 者 是 整数 集 1， 斤 者 为 二 点 集 {1，2}， 导 空间 的 拓扑 均 是 
离散 拓扑 。 这 种 特殊 的 从 映射 就 是 复 登 映射 ， 一 般 地 有 下 面 的 定 
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X. 
定义 5.1 ikt E £: p) B AKEZA, FAFE, p: Ë 
—> B HIIRTE. And F BR +Ae Be RA, M ERAZ p 而 
EB EW E R==jsJ. p #R2U S kiy 5. 


除了 上 述 两 个 例子 外 ， 我 们 再 举 两 例 。 

例 5.1 设 拓扑 空间 已 具有 离散 拓扑 , 妃 为 任 一 个 拓扑 空 
El Mj pi: Bx F—B ERBAT. 

例 5.2 HERAn, @p:S1—S1, W p(z2)=z", M p 
EZARRI CHED .1). 


Kje E 32e|BJBp IEEE JR, EAMA. 

定义 5.2 ”拓扑 宏 间 X 称 为 局 部 路 径 连通 的 ， 如 果 对 任意 xE 
针 ， 及 包含 x 的 任意 分 域 U， 则 有 包含 x 的 邻 域 YV CU, EA 
”每 一 个 x'EV ,都 存在 映射 ，(1，(0)，(1)) 一 (VU，x，x ), ME 
U 内 能 路 径 连 通 至 Xx。 

注意 ， 并 非 路 径 连通 空间 总 是 局 部 路 径 连通 空间 ,如 图 5.2， 


. . 
Xo ={(» sin z) 


xE (0, hy {on lve [—1,1]} 
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它 是 连通 而 不 是 路 径 连 
通 的 典型 例子 .如 将 (1， 
0) 与 《0,1) 用 孤 线 联 
结 ,Xo 与 狐 线 的 并 集 记 
为 关 ，。 则 是 路 径 连 通 
的 ， 然 而 它 不 是 局 部 路 
REZE., ZRAZ 


JB BR PA BH By TA JERA PT 
看 出 ， 
图 5.2 尽管 如 此 ， 我 们 有 
下 面 的 引 理 。 
引 理 5.1 设 并 是 连通 且 局 部 路 径 连 通 的 拓扑 空间 ， 则 习 必 
REEM. 
证 明 对 xEX, 记 Dz 是 关中 能 与 x 路径 相连 的 点 所 成 的 子 
集 。 


D, EXPE., REE, mE yC Dr REX ARKEEN 
的 定义 ， 对 于 y 的 邻 域 X， 有 开 集 Vy, 使 得 yEVySX。 Vy 中 
的 点 昔 能 与 点 在 居中 用 路 径 相连 ， 因 而 能 与 路 径 相连 ， 故 
Vy Cb,, 

D, EXW. EZE, MEYE 万 。 即 任何 包含 y 的 邻 域 
EA D, 的 点 。 如 上 所 述 ， 在 站 y 中 有 yoE Dz, 知 y 能 与 yo 在 XX 
中 用 路 径 相连 ， 因 而 能 与 x 9424838. MHfUycD,, D ,=D,, 

根据 假设 ，X 是 连通 宏 间 ， 从 D, Z, BD,=X, Bl 半路 
径 连 通 。] 

由 此 很 容易 地 导出 下 面 两 个 引 理 。 

3 引 理 5.2 设 忆 是 局 部 路 径 违 通 空间 天 的 开 子 集 , 则 的 任 一 
个 连通 分 支 必 是 路 径 连通 的 开 集 。 ”复习 题 ) 1 

3185,3 X 是 局 部 路 径 连 通 空间 , 当 且 仅 当 大 具有 一 个 由 路 
径 连 通 的 开 子 集 组 成 的 基 。] 
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现在 转 入 本 节 的 主题 ， 

定理 5.4 设 中 是 连通 且 局 部 路 径 连 通 空间 ，p : E-B 是 映 
BF. W E&x p ma B LÝRA, SAA 

CG) Pp 是 在 上 上 的; 

Gi 对 每 一 个 2E B，8 中 都 有 包含 5 的 连通 邻 域 U。， 使 得 
7 将 p71(U。b) WETER EEIE U. E. 

证 明 必要 性 EEX p 而 阁 B8 上 的 复 释 空间 ，7 的 在 上 
性 是 明显 的 。 记 了 为 其 导 宏 间 ， 对 于 任意 5€B, AWR U, 及 同 
ERI Qu :Uo XxXF>p 1 (Ub), epo, (x, xX, (x,p) G 
U,xF, 8 BERBEREZ, W5 5,2， 不 妨 设 U6 是 
包含 5 的 连通 邻 域 (否则 ， 可 取 U, 中 包含 5 的 连通 分 支 ) 。 

对 于 每 一 个 uE pT b) ,有 t€ ,使 得 LE Bu, (Ub Xx (O). 
mW V = $u, (Ua x (#u)), W F RA KH # 扑 ， Pu, 是 同 Ji: IB: 
BF, mV rU) 因而 是 已 的 开 子 集 ， 且 p|V,:V ,—>U, 是 

(在 上 ) WERS. H Va 即 为 p71 Uo) 中 的 连通 分 支 。 因 为 如 
uu W Epl), Va D Vi g, B.P 1(U,= U V,. 
uep 7106) 
页 条 件 Gi) 成 立 。 

充分 性 RIF CD 与 Gi 都 成 立 。 对 任意 b€ B, iu 
y(b) APEU) 的 连通 分 支 集 合 的 基数 CH) 分 支 “ 个 数 ” ) 。 
ik U’ Æ Uo 的 非 空 连 通 开 子 集 ， 由 条 件 《〈ii) BE, p-1(U:)B3 
连通 分 支 集 合 的 基数 仍 为 7Y(2)。 于 是 对 任意 5'EB， 因 Pp 是 在 上 
的 ,了 是 连通 且 局 部 路 径 连 通 的 ,利用 3 引 理 5;3, 知 7(5') 二 7y Ob), 
ju y=y(b), 

命 卫 为 离散 拓扑 窗 间 ， 基 本 数 为 7 。7 E F g] p (Uo) 的 连 
通 分 支 集 合 的 一 一 对 应 。 

定义 pu Uo x Fp 1(Ub)， 使 得 对 于 C, y) CU, xF 有 
pu, (x DEW, pu YW) =x, WRGD, Gu, 是 同 
胚 映射 ， 故 P 是 复 释 投射 。】 
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推论 5.5 ”假设 同 定理 5.4。 再 设 p : 己 一 忆 为 复 八 投射 . 则 p 
是 局 部 同 胚 映 射 。 妈 对 任意 eeEEB， 存 在 包含 6。 的 开 集 Ye。， 使 得 
np 将 了 。 同 胚 映 射 至 已 中 某 一 个 开 集 上 ， 

证 明 记 V=p(e)€B， 由 定理 5.4， 有 5 的 邻 域 U。， 使 得 
p 1(Ub) 是 互 不 相交 的 开 集 Vy(uEp 1(5)) 的 并 集 。 命 V。 是 
其 中 包含 。 的 开 集 ， 则 plYe。 将 Ve 同 胚 映射 至 Us。 E, 】 

推论 5.6 ”假设 同 定理 5.4，p:E->8 HAB $f, N p 是 开 
映射 。 即 对 任意 中 的 开 子 集 C，p(C) 是 8 中 开 子 集 ， 

证 明 只 须 指 出 ， 对 每 一 个 cE C， 存 在 包含 的 邻 域 网。c 
C, 使 pCW。) 是 BB 的 开 子 集 。 而 由 定理 5.4 条 件 (ii) (或 推论 
5.5) ， 这 是 明显 的 。】 

现在 我 们 来 券 虑 复 登 投射 的 同 伦 与 升腾 等 性 质 。 我 们 自然 仍 
假定 妃 是 连通 且 局 部 路 径 连 通 深 间 。 

命题 5,7 设 E 是 路 径 连 通 实 间 ，Pp: 下 -> BHREIS, MJ 

Painga (E) =n (B), q22, 
及 psl (E) >a; (8) 是 在 中 同 构 。 

证 明 JX b € B, eoep! (bo) , Hj 论 3.2, 3 P: Ta (Ë, 
p 'l(bo)) = zq (B, bo), q22, W p 1(2o) 具有 离散 拓扑 ， 有 
ma (Ë, p'l(bo), €o) =T (E, {eo}, 80) = ma (E, eo), 422, 
故 p<lma (E) =Tq (B), q22.,. 

其 次 ， 设 f:51->E 为 映射 ，pf 二 c。( 常 值 ):S1>B，c(S1) 
二 bo。 根据 CHP 有 ff':S1>E， E pf =e a f' (51)CC 
p~! (bo). Aoi Oo BABRI mf (SD 为 常 值 。 故 py: 
Ti1(E)->Xi(B) 是 在 中 同 构 。】 

命题 5.8 设 Pp:E->B 是 复 登 映射 ! X 是 连通 空间 ， 了 与 9 : 
X> EHPA, E 得 pf 三 pg Kit 3: 4° xo € X, A f Go) = 
g(xo)。 则 了 一 9， 

证 明 it 

Xi={xEX|f (x) =g(x)}, X,=(x€ X|fG) TEx) 5, 
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H, X, 是 七 的 开 集 。 事 实 上 ， 如 xzEX1; 根据 推论 5.5, 
对 于 f(x)EE，E 中 有 包含 (x) 的 开 集 V iek B pE pf (x) 
的 开 集 Vpyee， 使 得 plV yz):Viczy>Upf(x) 是 同 胚 映射 。 记 
Wof (Vya NITI V a, 它 是 X 中 包含 x 的 开 和 集 。 对 于 
x'€Wx, Hl f(x’) 与 g(x')EVjy(x)， 因 pf (x') 二 pg(x') 及 
pjVjer) 是 同 胚 映射 ， 知 f(x ) 二 g(x')。 MEX,’ 
x€ Wx SEX. 

KK, X, JR2 X ÉJ JEE, s SK E, 如 x€ X>, Hj f(x) 三 
g(x) ,而 pf (x) 三 pg (Xx) 。 根 据 定理 5.4， 有 分 别 包含 1 (xX) 与 g (x) 
的 在 己 中 互 不 相交 的 开 集 Y 了 ye， 与 Voc TH p 将 它们 分 别 同 胚 
AEB REE py (x) 的 开 集 Upra W W, =f l (Vya 站 
T! Voa, EAX 中 包含 x 的 开 集 。 易 见 矿 =SXa。 

最 后 ，X 三 Xi UX. x€ Xi $g. HUB X WJ EMEA = 
g, ük f=9g. ] 

推论 5.9 iz p: E—B HARS, c:I—B 为 映射 。 iü c (0 
二 bo， 取 eo Ep 1(%o)。 则 存在 唯一 的 映射 r IE, Eta 

T(0)=ĉ0o Æ Pr 一 0 

证 明 根据 p 具有 CHP， 办 此 存在 性 是 显然 的 。 瞧 一 性 由 

命题 5.8 即 可 得 到 ，]】 ` 


HHE JERE A RER E DE JF18 PEDO 
它 是 引 理 工 .4.4 的 推广 。 


关于 一 般 的 升腾 问题 ， 有 

定理 5.10 设 瑟 是 路 径 连 通 空间 ， 卫 与 X 是 连通 且 局 部 路 径 
HARR, p EB HARRI, g:X—>B J ek ht. MEX, 
bo 二 g(xo), oE pP! (bo), M9 有 升腾 映射 f: (X, x0) —> (E, c0), 
当 且 仅 当 gan, (X, t0) Ept (E,eo), 

证 明 ”必要 性 i SiXX, xo) (E, e0) Akit 1E pf= g, 
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则 9#TI1(XXo) =pxf#T1 (X ,xo) EPan: (E,eo), 

充分 性 ”对 于 xE 半 , 存 在 路 径 o: (1,00), 0))—>(X, 20,2). 
记 c=go:I—B, o(0)=bo, c(1)=g(w), RHE JEE 5.9, # HE 
一 的 路 径 r:I-— E, Ed pt 二 0，T(0) 二 e0。 命 f:X—E, 使 得 
f=), M 

Ci) f 的 定义 与 路 径 o 的 选取 无 关 。 事 实 上 ， 设 2 : (由 
(0)，(1)) 一 (X ,xzoz) 为 男 一 条 路 径 ， 及 0 二 9g6' :I>B, t'> 
E, 8 


pr'=0', r'(0)=ë6o, 
A Azow Tl: >X 为 映射 ， 使 得 
人 < 
AG =. 


w’ (2— 2t), t>. 


则 [AEn (X,xo)。 根 据 假设 条 fE, [94] € pemi (E,eo), HI 存 
在 映射 4: (1,01) ->(E,e0)， 使 得 94 二 ph。 由 推论 5.9 的 唯一 路 径 


升腾 性 质 ， 对 于 tel, A Osi) re =h(- >). 


Hae rO =A). 

Gi) Jf(xo) =eo, PI=9 (显然 )。 

Gid ”了 是 连续 的 。 对 于 xEX， 对 9(x)EB 有 包含 g(x) 
的 连通 邻 域 Ugwx)。 记 yx) 是 P71(U gx)) 中 包含 f(x) 的 连通 分 
x, PECAR S EU ce) E. plU yay V ray 为 此 逆 
同 胚 映射 。 

命 W= (U Ia) SX & Wi SW 为 包含 x 1348 域 ， 使 得 
IEE EW, 在 WW 内 x' Ej x B 464886, 下面 验证 SIW = 
p -l1g|W,, Bf # yx x 处 是 连续 的 。 

事实 上 ， 显 然 J =pl), IEE ECW, ARN: 
(1, (0) ,01))—>(W,x,x’) e! =w.: (1, (0), (1))—>(X,Xo,x') 
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为 映射 ， 使 得 


w(2t), < 
Q (t )= 


1 
y >— 
n(2t—i), t > 2 °. 


今 
o'=gw’: (I, (0),(1))->(X,bo,g(x')) 
及 rT':1->E 为 映射 ,使 得 


r (2) , < 
T7 (t1)= 


_ l 
p'lgn(2t—1), t Z 


Ah rE iii, A pr 三 0 三 90，r(0) 三 co。 于 是 知 
pr'=0', r!(0) 二 700) 三 co。 

故 
fG')=r'(1)=p'lg(x')] 


HHE “根据 命题 5.8， 在 本 定理 的 条 件 下 ， g 的 升腾 映 
射 了 是 唯一 的 。 


最 后 ， 关 于 复 释 空间 的 导 宏 间 ， 有 

命题 5.1] 设 p:E>B 为 复 登 投射 ， 已 是 路 径 连通 空间 ， 
bo CB, eeC p 1(bo), M| p 的 导 空 间 已 的 基数 〈 即 集 p-!(bo) 的 
基数 ) 等 于 pkri (E,e0) ÆRE m, (B,5o) 中 的 指数 。 

证 明 iüm'=per (E,eo), m ÆR m (B, bo) FPR m 
首 的 右 陪 集 的 集合 。 所 谓 对 地 的 有 陪 集 ， 即 形 如 x'0 二 {px (y) a 
|En (E,e0)} S x1(B,bo) 的 集合 . 而 4 与 a' 属于 同 一 右 陪 
E, HERA aa Ea, Enin (B, bor 为 自然 对 应 ， 即 
对 QE n (B, bo), 1(0) =A'a€ T, 
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现在 定义 p:p71(50) 一 元 。 对 于 xEp-1(bo)， 因 有 了 映射 
w: (T, (0) , (1))->(E,e0,x)， 命 P(x) 二 nfpw] € Z, N 
(i)p 是 单 值 对 应 ， 即 与 4 选取 无 关 。 god, (0) , (1)) 一 
(E.,eo,x) 是 映射 ， 知 we (w) -1: (1 ,07) 一 (BE,e0) 为 映射 ， 其 中 


w (2t) ， t < 
(wew Tl) (4 )= 
P 1 
@ (2—2t), t > 2 ° 
于 是 
[po] [pu] 1—[pospo'" 1] E pyn, (E eo =n", 
故 


n [pu] =n[pe'], 
Gi) pÉ EF, mp 具有 CHP 即 可 得 到 。 
Gid 7 的 一 一 对 应 性 。 设 7 [pg 二 ?Lpo'] ,其 中 o: (T, (0) , 
(1))— (E,eo,x') 为 映射 ，x'EpT1(b0)。 知 
[po] =p# [0,* [po']= [p(oeso6!')] EA (B,bo), 
共 中 0:(1,01)) 一 (E,e0)。 又 p 对 (1,901) 具 有 CHFP。 FE 
o 二 0ew'。 竺 别 地 ， 有 XY 二 (0:6) (1) 二 w(1) 二 x。]】 


例 5.5 对 指数 映射 p:E1->S1, 因 px (E1,0) 是 Ti (St ,1) 
的 单位 元 故 , p l (1) 是 侈 体 整数 集 三 . 故 知 Ti (S1,1 与 了 成 
一 一 对 应 。 
例 5.4 3428 p:Sn-= Pn, n2>2 ( 见 例 2.4)， 因 
m i (S")=0 及 对 于 bx€ Pa plo 一 {b b), i 
zm ((P%, b*).=J;, 


$6 万 有 复合 空间 
关于 复合 空间 有 一 个 问题 向 待 讨 论 ， 即 复 冯 宏 间 的 存在 性 。 
本 节 的 主要 定理 6.1， 回 答 了 这 个 问题 ， 并 进而 介绍 万 有 复合 宏 
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间 的 概念 与 性 质 。 

先 作 一 点 预备 。 . 

定义 6.1 Hüik2ElB] X #2 988 8 83809, nyata. C X 
及 包含 * 的 任意 邻 域 U， 则 有 包含 * 的 邻 域 Y CU ， 使 得 对 任 一 
映射 f: (S51,po) 一 (V ,x)， 有 f=4( 常 值 ) : (5S1,po)->(U x), 
EIV 中 任 一 x 处 的 闭路 径 在 U 中 D EFE, 

定义 6.2 拓扑 空间 XX 称 为 什 局 部 单 连通 的 ， 如果 对 任意 
EX, FEBE x 的 名 域 VW， 使 得 对 任 一 有 映射 fi (51,po0) > 
(X,x) 有 /二 A( 常 值 ) : (S1,po)->(X,x)。 即 V 中 任 一 x 处 的 闭 
REX + AID AETR. 

例如 ， 有 限 (单纯 ) 复 形 是 局 部 单 连通 空间 。 因 为 其 顶点 的 
星 形 可 缩 成 一 点 。 如 图 6.1， f 


WelBY ACB) 1/28) 


图 6.1 


s=(1a), a=(1)). 


易 见 ， 愉 是 单 连通 的 (可 缩 成 一 点 驴 ) .但 它 不 是 局 部 单 连通 的 ， 


x= Í AÓ U [Lj AB, 
n=0 
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只 须 注意 0 点 附近 的 情形 ， 

显然 ， 单 连通 突 间 或 局 部 单 连 通 空 间 都 是 秆 局 部 单 连通 空 
H. 

现在 转 入 本 节 的 主题 。 

定理 6.1 设 卫 是 连通 的 、 局 部 路 径 连通 且 中 局 部 单 连通 宏 
l, bo€ B, z' 是 ri (B, bori. WAEREA Z HE, 
就 映射 p EBI 8 Ë B EB 3 3& 2 B] HBH pani (B,e0) =m', 
Hh eoc p~! (bo). 

证 明 ”我 们 分 以 下 几 个 步 又 来 证 明 : 

1. 和 集合 BB 及 对 应 p: E—B, 

& 9 二 {a: (1,(0)) —>(B,bo) |a 是 映射 |， 即 B 中 所 有 以 50 为 
始点 的 路 径 的 集合 。 

对 于 4 与 BEQ,， 和 如果 4(1) 二 BQ), B [6.0 1]C x, 我 们 
称 a 与 有 是 工 '- 等 价 的 ， 记 为 ao~6。 因为 地 是 群 ， 易 见 7'- 等 
价 是 等 价 关 系 。 命 已 是 O 中 的 冯 -等 价 类 的 集合 。 对 aco, ig 
《<a> 为 a 所 在 的 7' -等 价 类 。 即 BE= {<a>|cE2)}， 

定义 p:B->B， 使 得 p (Ka>) 二 a(1)。 因 B 是 路 径 连 通 的 ， 知 
p 是 在 上 对 应 。 

2. 拓扑 实 间 E 

iz <a>EE，U 是 8 中 a(l) 的 邻 域 。 命 


(<a>, U)= (<a.y>€ E|y 是 U 中 以 0(1) 为 始点 的 路 徐 } 


( 见 图 6.2)， 则 一 切中 的 子 集 (a>, U) 组 成 互 上 拓扑 的 基 ， 事 
实 上 ， 
(i) E=C(<c>,B), 3&rBh c:1->B 是 常 值 映 射 , c (TD =bo; 
Gi) Wm8L<e>€ (<a>, U) NKA, U’), B 
=a y= bey >, yDEU, y'(D CU, 
知 E&(1 EUNU', H K>, U nU')C (Kay, U)N KB>, U), 
由 此 ， 王 成 为 拓扑 空间 。 
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3. Pp:E 一 了 是 连续 的 ， 

设 U 是 B 中 开 集 ， 则 对 
每 一 个 《<a>Ep IU). A 

a(1)=p<a>€E U, 
显然 Ka, U) ÆE 中共 z 
FE, APK, U) S 
U. 

i 7:B -有 是 复 可 号 “ 

射 。 图 6.2 

由 假设 ， 妃 是 局 部 路 径 
连通 ， 人 第 局 部 单 连通 空间 。 根 据 引 理 5.3， 对 于 任意 XE B, b 
在 B 中 路 径 迷 通 邻 域 Usb， 使 得 06。 中 点 4 处 的 闭路 径 在 中 相 
对 》 同 耸 于 爱 。 明 显 地 ，B 中 一 切 这 样 的 邻 域 组 成 B 的 一 个 基 
B, EHLE E h- gR a, U), HRUE, jg 组 成 一 
AIk, AFA EAR (<a>, U), IRAR. 

我 们 验证 : 

(i) 对 e=<a Ep! (b), pe=p]| Kay, U p): (<a>, Do 一 
U。 是 (在 上 ) MERS. REE, HU. ERRED, Pe 是 在 
上 的 ; 设 《p> 与 《B86'>E€ Kaz, Uo), H.n<B>y=p<ñ'>, HI BG) = 
1 (1)。 则 《hp 一 《aoy> 《612>=<asy > A yen TEU o b Ake 
的 闭路 径 ， 从 而 (相对 ) 同 伦 于 需 ， 可 见 《P>=《p >; W a'>, 
U')C(Ka>,Ub)， 知 Pe(<a'>, U')=p(<a'>, U!) = U! (U 是 
RER), CEB PATEU 中 是 开 集 ， 即 pe EFRI. 

Gi) V0= UD, (e, Ub). EXE, i£ <E 
p-1(U。)。 取 路 径 7: (1,(0), aUa, p), b), T j <0>= 
<an l>, 其 中 《a> 二 《Ben9>。 叉 知 <B>E (<a>, U ,),p<a>y=n(1) = 
bE Up, <P>E LJ CG, U. 

ecp l(b) 


Gi) 设 e 与 eCEp-1(b)，e 夺 6e/， 则 (e,U,) Q (',U) 
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三 好。 事实 上 ， 记 e= 《>，e' =<a >。 如 果 《PPE (<e>, Ua) n 
(2 > U b), $n <aey>=<a" yy > Zh y, y: (7, (0)-— (U, ,b) 
为 映射 ; 知 7() =y G), yey IU orh b bA A. RIEU o 
的 性 质 ， 它 (相对 ) 同 伦 于 需 。 从 而 <a>=<a'>, Job BERT E. 

总 之 , RIEP. 4 EIB ARZ, p 为 投射 的 复 琶 空间 。 

5. E 是 路 径 连 道 宏 间 。 

记 eo=<e>, 其 中 e€ Q, c(D =bo, 对 任意 <a>EE, 0<! 
<l, Ara,:l—>B Hh, W 4a, (s) = a(ts), s€ I, R f:I— 
E, E fO = <a, t€ I, 易 见 (0) 二 《40> 二 60, f 0)=<a>, 
因此 和 欲 证 是 路 径 连 通 的 ， 只 须 指出 f 的 连续 性 。. 

为 此 ， 设 了 to) E (<E>,U) ,其 中 为 8 中 包含 E(1) 的 开 集 ， 
¿€ Q, 知 pPf(to) 一 a(to)E U， 从 而 有 包含 to BB3FX B] J C T , 
使 得 %(J) CU。 对 于 tJ， 记 71:1 一 B， 使 得 

g (S) =a(ta+S(t—to))CU, 

FÆ fü = <a ,> = <a, N> € (Ka, ,>, UCK U), 
t€J, BIS 是 连续 的 ， 

6. Pani (ËE,eo)=7', f 

由 5. 的 证 明 ， 对 于 <4>E E, Aik 射 fiU, (0) 一 (B,e0)， 使 
得 pj 一 x。 根 据 复 敬 投射 的 路 径 升 腾 唯 一 性 (推论 5.9)， 了 是 5: 
71 一 恒 的 唯一 的 升腾 。 则 [a] E p.m i (E,eo)， 当 且 仅 当 了 在 三 中 
BARZ. W 1 (1) 二 co， 或 即 《a> 二 eo。 按 到 和 - 锋 价 定义 ， 即 
[oj Ex’, ] 

定义 6.35 设 路 径 连 通 空间 是 就 映射 p: EB ma B FÉ 
复合 空间 ， 称 为 了 B 的 万 有 复 孝 空间， 如 果 a (2E) 三 0， 即 了 是 
单 连通 的 。 

推论 6,2 设 8 是 连通 的 ， 局 部 路 经 连 通 且 千 局 部 单 连通 的 
宏 间 ， 则 对 了 存在 万 有 复合 空间 E， 

证 明 只 须 在 定理 6.1 中 取 z 二 {0}， 则 根据 命题 5.7， 

x1(E)=0,. ] 
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下 面 的 定理 说 明了 万 有 复 准 空间 的 音义。 

定理 6.3 设 妃 是 连通 的 且 局 部 路 径 连 通 空间 ， 而 路 径 连 通 
ZA EBE 分 别 就 映射 p:5->B，p' :一 也 而 衣 是 互 的 万 有 复 
登 空 间 及 复 登 空间 。 双 设 poEB,eoEp-l1(bo)，,efE (p') 1(bo), 
则 存在 唯一 的 映射 f:(E,eo)-> (E',er), EBp=p' f, HER f 
WAE E' HERZEL 

证 明 由 定理 5.10， 因 pxTl (E)=0, 3ta Riti p E'—>B, 
映射 有 升腾 映射 J: (B,e0) 一 (EBE' ,el)， 即 使 得 p'f 二 pp。 

现在 证 明 E gk SmE EE EKARA. SL, A E' E 
路 径 连 通 的 ， 对 任意 EE ， 有 有 映射 9 :(1,(0), (1)) 一 (E',ef， 
e'); 对 于 pg9':1>B， 由 于 Pp 是 复 倒 映射， 存在 映射 9: (7, (0)) 
一 (5B,60)， 使 得 pg 三 p'g'， 记 9(1) 三 e。。 则 依 I HEL ER 
5.10 的 证 明 的 充分 性 部 份 ) ，f(e) 二 e'， 故 f 是 在 上 的 ， 

其 次 ， 根 据 定理 5.4， 对 任意 ?EB，B 中 有 5 的 连通 邻 域 Uo， 
RATER: 

Ci) PNMUo) UJ V., Vex Æ E 中 的 连 遂 邻 


z€ p lw) 
ik, 且 当 xi Sexo, p(x1) 二 p(x2) 时 ， V. nV,.,,= Z. 
Gi Po 一 U Vi, Vie Æx EE phy 


srep 1b) 
通 邻 域 ， 且 当 x(3exf, p (xf 一 P Ep B, Vr n Vr,= Z. 
Gii) p 与 7 分别 将 每 一 个 7 。 RAVE AERE Us E, 由 
妃 的 局 部 路 径 连 通 性 , 不 妨 设 U。 是 路 径 连 通 的 ,因而 每 一 个 上 .及 
Vz. 亦 然 。 
因为 p iUa) =f (p) 1(U,)), HI 
U V, = LU FIV), 
x€p 1(8) arep 1(6) 
于 是 由 性 质 G) 一 Gii 知 ， 对 于 xX’Ep' 1(5)， 有 
f (Va)= U Va 


xefTit ) 
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故 根 据 定理 5.4，j 了 是 复 登 投射 。 

f 的 唯一 性 见 定理 5.10 后 的 附 记 。]】 

推论 6.4 设 了 是 连通 且 局 部 路 径 连 通 宏 间 ， 上 与 分别 是 
就 映射 p:E->B，p':E'->B 而 车 8B 的 万 有 复合 窒 间 。 则 存在 在 
E) 同 胚 映 射 EE, fap f. 

| 证 明 取 poEB,eoEp-Lbo),efcE (p)! (bo). H ERH6.3, 
有 (在 上 ) 映射 1:E>E' K f'iE'—ËE, Et p=p'f, feo) =e 
及 p' =pf', f'(et) = eo, A p =P F, f'f(eo|) = eo K 
p'=p' (ff'),ff' (el) 二 es ,根据 定理 6.3 的 唯一 性 部 份 ,有 f'f 二 1 
( 恒 同 ) :E->E，ff' 二 1 CER) :E'—>E', #k fE CE E) 同 胚 
映射 ，】 


附 记 ”本 推论 说 明 ， 在 拓扑 意义 下 ，8B 上 的 万 有 复 翁 宏 
闻 是 唯一 的 ， 


§7 映射 空间 

构造 复 肥 实 间 上 时 ， 我 们 的 出 发 点 是 路 从 的 集合 Q。 这 种 以 
映射 为 元 迪 的 集合 组 成 的 拓扑 室 间 ， 在 分 析 拓 盾 与 汛 画 分 析 中 很 
早 就 受到 注意 。 本 节 就 介绍 一 般 的 映射 空间 性 质 ， 为 下 节 氢 述 路 
答 窄 间 与 角 路 鹤 间 作 准 备 。 蕊 们 是 纤维 空间 的 重要 例子 ， 但 一 般 
地 不 再 是 局 部 笛 卡 儿 积 式 的 ，。 

先 作 一 点 予 备 。 

定义 7.1 MIEUX RARE RAH, WEILE EX, 
X 中 存在 包含 x 的 开 集 V。， 使 得 了. 是 紧 致 的 。 

显然 ， 紧 致 空间 局 部 紧 致 的 ， 

引 理 7.1 ”局 部 紧 致 空间 的 闭 子 集 是 局 部 紧 致 的 

证 明 设 4 是 局 部 紧 致 空间 X 的 闭 子 集 。 对 x€A, IX h 
有 包含 x 的 开 集 V,， 而 ;是 紧 致 的 ， 知 Vs 门 4 是 4 的 (相对 ) 
开 集 ， 且 Vs 由 ACV, 是 紧 致 闭 集 。 故 A 是 局 部 紧 致 的 。】 
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3187.2 ” 设 关 是 局 部 紧 致 的 正则 宏 间 ， 则 对 任意 YEX 及 包 
含 * 的 任意 开 集 U ,都 存在 + 的 邻 域 V ,使 了 是 紧 致 的 , 且 了 了 CU。 

证 明 ”根据 正则 性 质 及 定义 7.1 即 得 到 。】 

现在 , 设 Y 是 一 个 非 空 集合 ，@ 是 Y 中 某 些 子 集 作成 的 集合 
族 ， 且 YE@。 记 To(@) 是 由 一 切 @ 中 有 限 个 元 素 的 交集 作成 的 
集合 族 ，T (@) 是 由 一 切 To(@) 中 任意 个 元 素 的 并 和 集 作成 的 集合 
ik. 容易 验 证 了 T(@) 是 Y 上 的 一 个 拓扑 ， 设 拓 了 扑 空间 站 ， 其 拓扑 
弛 =T(@)， 则 @ 称 为 字 的 〈 或 了 的 ) FÆ. 

引 理 7.3 RO 是 拓扑 空间 工 的 子 基 大 是 拓扑 空间 /:X 
Y ARMEI. 则 f 是 连续 映射 ， 当 且 仅 当 对 任意 XEX 及 任 
意 包含 f(x) 的 UE @， 存 在 * 在 XX 中 的 邻 域 V ， 使 得 F(V )CU， 

证 明 是 显然 的 。】 

定理 7.2 设 关 与 Y 是 拓扑 宏 间 ， 则 记 

r=Yx=(f:X-Y| f 是 映射 }3 

M(K, W) 二 {fETIfA(K) SW, KE Xrh 383648, W E Y pH 
集 }。 

命 @ 为 一 切 这 样 的 了 子 集 M(K,W) 作 成 的 集合 族 ， 显 然 TE 
@ Cun W=Y, KIRE). - 

EST EIC AFERMIR, KA CX 3 Y 0) 映射 空 
间 ， 此 种 拓扑 称 为 紧 致 开拓 扑 ， 简 称 Co- 拓 扑 。 


附 记 映射 集 工 上 拓扑 的 取 靶 不 一 ， 此 种 co- 拓扑 最 初 
HR. H, Foxs|A. 


现在 ， 记 X:X x —Y JH x= (x, 了 ) 二 f(x) 给 出 的 单 值 对 应 ， 
称 为 赋值 函数 。 

命题 7.4 RX 是 局 部 紧 致 的 正则 空间 ， 则 “是 连 续 映 射 。 

证 明 设 xEX, 了 ET,W 是 Y 中 包含 1 (x) 的 开 集 。 由 f 的 连 
tE f 1 (W) EX rh tg x 的 开 集 。 根 据 引 理 7.2， 存在 包含 


166 A e E H 

x 的 开 集 V ,使 得 YC W), LÝ, ERRE. 于 是 荆 中 有 
子 基 开 集 MV,, W), 使 得 xX(V,, MV., W))CW。 故 Xx 是 连 
续 的 。】 

此 时 ， 称 X 为 赋值 映射 

对 于 VEY， 记 名:X->Y 为 常 值 映 射 ， 使 得 u OE 44: 
YT, ERAU) 二 py，yEY。 又 合 Pa:T>Y,4E X, E Pa (f) 
=f), FEL. BREA, PBA RRRS DARA Y AT 
的 自然 内 射 及 了 工 到 Y 上 的 投射 。 

命题 7.5 HARHA Y RIBEBR SEE 4(Y) E, B.L (Y) T 
的 收缩 核 。 

证 明 取 4EX， 知 Pa4 二 1 ( 恒 同 )，Y->Y 及 Apa (Y) =1 
CERD: 4(Y)->4(Y) 。 故 4 是 在 中 同 凸 ， 且 映射 jp:T->4(Y) 
是 收缩 映射 。] 

设 X,Y 与 Z 是 拓扑 空间 。 记 o:YxXx2?-> (Y2)z 为 自然 画 数 ， 即 
对 9E YI, #Sgo(0):Z—T[, Ed Wwe) (2)) (xX) 二 p(X,z)， ZE 
Z，xEX。 可 以 验证 ， 

Ci) wp) CTzZ= (YX)Z, 事实 上 , 设 M=M(K,W) À T 
的 子 基 开 集 ,对 任意 zoE (@(0)) 1 (M), WK x (z) Cg 1(W) ,由 
9 的 连续 性 ， 有 p 1 (W)= | JX. x Za EHX atj Za 分 别 是 XX 与 2 


BJ JEFE, 根据 K 的 紧 致 性 ， 可 设 对 有 限 个 a=1,2,3, n, 有 
Kx (z,)C Ü X. x Za. mz € Zac (o) M), 即 
azl w=l 


(w(9))-1(M) 是 Z 的 开 集 。 故 0(9) 是 连续 的 ， 

Gi) wo 是 单 的。 事实 上 ， 设 9 与 9' EY**2， 使 s(9) 二 4(p')， 
则 对 任意 (x,z) € Xx Z, A 

g(x,z)= (0(9) (2)) (x) = (VP) (2)) (x) =9'(x,z), 

Gi 当 尺 是 局 部 紧 致 的 正则 空间 ,是 在 上 的 ， 即 为 一 一 
对 应 .事实 上 ,由 命题 7.4,X:XXT-=Y 是 连续 的 。 对 于 YE (Y2)2, 
即 y:Z 一 为 映射 。 记 p :XxX 2 一 了 为 映射 ,使 得 对 于 (x,z)E XZ, 
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有 e(x,z)=x(x,ú(z)), Mjo(2)— w, ] 


HHE ZETAN, XRRR 致 的 正则 空间 ， 可 
以 证 明 o 是 《〈 在 上 ) MRA. HD o 与 or1 均 为 连续 映射 。 此 
时 ，o:Yx*2s=(Yz)2。 这 个 结果 通常 称 为 “指数 律 > ， 因 
以 后 我 们 不 引用 ， 证 明 从 赂 ， 


命题 7.6” 设 XX 是 局 部 暴 致 的 正则 宏 间 ， 且 X 可 缩 成 一 点 4 
《rel.4)。 则 对 任意 ACY，4(A)Cpa-1(4), 日 4(A) 是 Pa-1(A) 
的 强 形变 收缩 核 。 

证 明 i2H:X x 7T->X 是 收缩 同 伦 映 射 , 即 对 于 xE XX 有 Hx, 
0) 三”) 吾 (z1) 三 0 及 对 于 1E IHH, t) =a, AH; Xx(IxT) 
=(Xx!)xT—Y 为 有 映射， 使 得 


Hes, t, =x, fy, (xt, DEXXxIXT, 
其 中 x 为 赋值 映射 。 命 
H,:IxT—T, 
使 得 _ 
Ha=o(H)E (TF, 
可 以 验证 ， 


Ci) H,(0,/)=7/. 

Gi) Ha(1,f)=hpa(f) EA). 

(iii) H(t, ky) = Hy, 

Gv) 4(A)=p71(A) NAY), 

(v) M E, DEIXPIA), W Hea, PEDIA. 

事实 上 ， 根 据 定义 Ci) — Gi 是 显然 成 立 的 。 

对 于 Civ) ， 易 见 1(4)cpzl(4) nz(7Y)。 设 f€ pzl(4)n 
A(Y)， 知 Pa (有 ) EA4， 且 1 二 py， 即 yE A, f€ ACA). BHD GVIR 
成 立 ， 

对 于 〈(v)， 设 JEpzt4)， 知 
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(Hat, N) (=H at), J) =f(H0a,tyy=f(a) € A; 
帮 Hat, P)Ep (A). B OD 成 立 。 

H (i) — (v) HARTE. ] 

推论 7.7 ”假设 同 命题 7.6, 则 对 任 一 点 y€ Y, 4(y) EPI W), 
BP (y) 在 自身 内 可 收缩 成 一 点 4(y) (rel.4(y))。 

证 明 只 须 在 命题 7,6 中 下 4 二 {y}。】 

现在 ， 设 XX' 是 的 子 集 ， 并 记 映 射 空间 =Y, ap 
六 ， 使 得 对 于 JE 六 有 p(f)=f|X':X!'—Y, 显然 是 单 值 的 ， 
且 根 据 了 与 了 ' 的 co- 拓扑 ，7 是 连续 映射 。 

定理 7 .8 设 和 是 局 部 紧 致 的 正则 空间 ，X' 是 XX 的 闭 子 集 ， 
T,T' p init. LX, XO FYRRE: HEREC, 
ETIAM: So 了 都 可 扩充 为 映射 了 se->Y， 其 中 

Ss—=(X’xoxDU(Xxox(0)CT=XxoxT, 
Mj p 是 纤维 映射 此 性 质 记 为 (x*》。 

证 明 对 任意 单 形 0， 设 :0 及 Fo x 1->T 厂 为 映射 ,使 得 
对 于 uE 0， 有 F(u,0) 二 ph(u)。 因 XX 及 X' 都 是 局 部 紧 致 的 正则 宏 
H, ang F= w1 (F): X' x(0 x D—--Y, jkr oY X * cxn poxi 
是 自然 对 应 ， 及 h =e (h): Xxo—>Y ,其 中 o:YX*o->T5 为 自然 
对 应 ， 知 与 上 为 映射 。 

定义 Bo:Se>Y, 使 得 

fFe ud), XEX',uCo,tE]l, 
Holx, u t)= i 
[h (x,u), x€ X,uC c, ,t=0, 
因 对 于 XEX',，uE€ o, t=0, # 

F (x,u, 0) =F(u,o) (x) =ph(u) (x) = (h(u)) (x) = h(x,), 
根据 引 理 了 .1.2〔( 粘 搂 引 理 ) , Ho 是 连续 映射 ， — 

根据 假设 条 件 ， (X,X') 具有 人 性质 Cx), TE H, 可 扩充 
至 映射 广 :Ts >Y, & H=o(H):ox I>", Hh o Yxxeex D -> 
Te*i1 是 自然 对 应 , SH EEA. 容易 验证 了 日 二 及 对 于 WE 0， 
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AH, o) 二 h(u)。 故 p 对 0 具有 CHP。 根 据 定理 1.2 条 件 (ii)， 
p 是 纤维 映射 ，]】 


O He 明显 地 ， 当 (X,X') 是 有 限 ( 单 纯 ) 复 形 偶 时 ， 
定理 中 的 性 质 (k) 是 适合 的 。 这 是 我 们 常见 的 和 下 面 要 用 
53 路 径 空 间 与 退路 空间 
现在 考 虚 一 类 特殊 的 映射 宏 间 。 
设 了 是 路 径 连 通 空间 。 记 
O=Y!=(f:I—Y |f 是 映射 } 

具有 Co- 拓 扑 。 爹 Pp:2 一 YXY ,使 得 N= (f(0) ,1(1)), p EE 
续 映 射 。 事 实 上 , 设 FEQ， 对 了 (0) 与 f(1) HRR WBW, A 
0 中 包含 的 大 开 集 M=M({0) ,了 onM TD ,而 P(M) 
CWox Wi. 

设 4 与 B 是 Y 的 子 集 . 记 Q4p 二 {fEQ|1(0)€4,1(1)€8} 
及 p.a=p|9 a 19 Ax B, 

命题 8 .1] 上述 映射 po 与 p48 是 纤维 映射 。 

证 明 ”因为 了 是 局 部 紧 致 的 正则 空间 ，{0,1} 是 工 的 闭 子 集 ， 
HB. (I,(0,1)) 具有 定理 7.8 中 的 性 质 〈# 》 ， 因 之 p:Q 一 了 
是 纤维 映射 ， 共 中 p(f)y=fl(0,1), ñzr:Y t 1 >Y x Y 为 下 式 
给 出 的 〈 在 上 ) 同 胚 映射 

r(g)= (g(0),g(1)), geY' 1, 

Wk p= rp 是 纤维 映射 。 

其 次 ， 对 任意 单 形 0, 因 上 映射? 具有 CHP， 自 然 p.s 亦 具 有 同 
一 个 性 质 ， 即 pas 是 纤维 映射 。】 

定义 8.1 设 了 是 路 径 连 通 空间 。 对 于 yEY , 简 记 Q = yy, 
4 一 Qu 分 别称 为 (以 y 为 起 点 的 ) 了 上 的 路 径 空间 和 退路 空间 . 

记 eE Ay 为 常 值 映 射 ， 使 得 ey (7) =u, 
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定理 8.2 设 了 是 路 径 连 通 空间 ， 命 py 二 P110y 一 了 ， 其 中 
p1:0 二 YY 的 定义 见 8 7。 则 
Ci) py 是 纤维 映射 
Gi) Dy 可 缩 成 一 点 ev; 
Gi) ro(Y, Y) =T, 1(4 ey), q2>2; 
Gv) Ay 是 路 径 连 通 的 ， 当 且 仅 当 Y 是 单 连通 的 。 
证 明 XF Ci), BI Py 二 jpyy， 共 中 广 {y}xY->Y 为 
(在 上 》 同 上 胚 映射 ， 使 得 1(y，y') 二 y',y' EY, 根据 命题 8.,1， 
py 是 纤维 映射 。 且 v€ YY 上 的 纤维 即 杀 路 宏 间 人。 
对 于 Gi ， 因 了 可 缩 成 一 点 OE lel, 0) ，9v 一 pi W), 
由 推论 7.7 立即 得 到 。 
对 于 (Giii》， 根 据 GD 有 Ta (2y，ey) 二 0，9 宇 1。 利用 命 
题 3.3 即 得 到 ， 
对 于 Gv) , fid, 0D) > (Y, u) Akit, H| fe Ay, iZ 
Ay 是 路 径 连 通 的 ， 有 了 映射 
9:([,(0),(1))— (Ay,f ,ey). 
m H=%o (g) :Tx1->Y， 其 中 oY 2 (X')! 为 自然 的 一 一 
对 应 ， 易 见 
 H“@, 0)=fG@), x€ — H(x, 1)=y, z€1; 
及 H(0, b=s=H0, b, t€ 1, $k 
f=ey: I, 0D—=(Y, y), 
即 Y 是 单 连通 的 。 
反之 ， 设 fE hy, 从 Xr1(Y,y) 二 0， 有 同 伦 映 射 H:IxI—Y, 
使 得 
H(x, =f), x€ 1; H(x, 1)=yY, x€1; 
RHO, =H(, b= t€ I, 
命 9 二 4 于) :1->0， 易 见 
P (H (0) 一 9 一 9 (0) (1), 
Hed) CA, H.9p(0 = f, #G)=ey, 1 
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大 家 记得 ， 路 径 空 间 半 上 的 基本 群 T (Y, VÆRI f: 
(I，01) 一 (Y，y) 按 (相对 〉 同 伦 关系 分 成 的 同 伦 类 集合 ， 群 的 
运算 一 一 乘法 是 由 映射 的 “ 哑 法 ”决定 的 〈( 见 工 .8 2) ， 而 4y E 
是 由 这 样 的 一 切 映 射 组 成 的 拓扑 空间 ， 可 见 在 4y 中 有 一 个 自然 

定义 8.2 设 Y 是 路 径 连 遂 空 间 ，yE Y。 命 

n:Ay XAy->A,, 

使 得 对 于 (1，9 EE Ay XxX4,， 有 


fOD, Sis, 


(f, g) o= 1 
yg (2t—1), 2 SiS 
H af 7(f,9) € Ay。 此 时 ,7 RAREN A, 上 的 乘法 运算 ， 
通常 简 记 /. g=n (U, D. 
定理 8.3 itn Ay 上 的 乘法 运算 〈 如 前 所 述 ) ,ey € Ay 是 
常 值 映射 ， 则 
Ci) 7 是 连续 的 ， 
Gi) i ya lp Ea 1 Ay>Ay 为 对 应 ， 使 得 对 于 fEAy， 有 
y (J) =S e eys EaD =y e f, RWA 
v=] EED: (Ays Cy) -> (Ays ey)» 
a=] ( 恒 同 ) : (Ay, Cy) > (Ays e), 
证 明 XF Ci), w M=M¿(K, W) 个 Ay， 其 中 M(K,W) 
是 并 的 子 基 开 集 。 印 天 是 了 的 紧 致 集 , WEY KFE. 
记 0: =! CORRIERE: 0, (t) =2t, 0, (t) 


=2t—1 定义 的 映射 。 记 
Ki=a(K afo ]) =o(kn[ 呈 由， 


3 K, 5 K> 是 工 的 紧 致 集 。 命 
Fi=M(K i, W) NAy, Fs=M(K,, W) NAy, 
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易 见 971(M) 二 Fl XF 是 AXA HFR, BJ n 是 连续 的 ， 
对 于 Gi), BRA y&|de,)=n(e,, ev) =ëv, 


记 @0:lx1-=I Hki, E 9 一 (1 一 st 7st, 知 


8(t, 0)=t, Olt, D = t= 0 0, 而 6; HELL G). 

命 ~ 

P:IxUxAp=H XI)xAy>Y 
是 由 I 
Èa, s, f)=x(O(t, s) ,用 
给 出 的 映射 ， 其 中 xiI x AY AERA GR x: xQ YER hi 
在 7Tx4y 上) .又 命  、 
=u (@):l xAy>Y', 
Jesh wi Y! xü 4p (Y7) 4 为 自然 一 一 对 应 《 见 $7)。 

易 见 ， 对 于 fc A, 有 tO, f) = f, @Gü, D =T R 
PD(s,ey) 二 ey。 进 而 ， 如 f= 二 f'"ey， f'Edy, WPs, f) E Ay, 
事实 上 ， | 

(Pis, fyy(0)-=z(0(0, s), PSO =y, 


(b(s, PD EXO, s), F'ecy) 
ree _— 5 = 
zz (f ° y) (1 3 )=s. 


现在 定义 五 :4y x I- Ay 是 由 下 式 给 出 的 映射， 对 于 〈/，s) 
EApxI, BHU, s)= (s, frey). mM, 
H, D=, H(f, 1= Frei, 
. H(ey, s)=ë%v, 
即 
ye™1 OER): (Ay, e) (Ai, ev), 
同 理 可 证 Eem CERD: (Ays e) (ys ev), 1 


第 四 章 纤维 空间 173 

附 记 ”定理 表明 遇 路 空间 中 常 值 映射 cr 对 上 述 连 续 的 乘 

法 起 “ 同 伦 单位 元 ”的 作用 。 一 般 地 有 具有 这 种 运算 的 拓扑 空 
间 称 为 五- 空间 。 


定义 8.5 X Emi, xo X， 且 和 上 定义 有 ( 单 值 ) 
RAEHAN XXX >X, Wya XX, ER v Enl, 
xo), Elx) = n(xo, x), (X, xo) 称 为 对 mA BJ H-2) (E 
Hopf 空间 ) ， 如 果 
Ci) 7 是 连续 的 ， 
Gi) y#==1 CED :(X, xo)>(X, xo)> 
Z#srz1 《 恒 同 ) :(X, xo)>(X, xo), 


例 8.1 设 Ay 是 Y 上 对 y 的 迎 路 突 间 ， 则 (Ay，ey) 是 
H- 

例 8.2 (Si, DÆH-#žH. s E, Ay 

Si=(zc€ C||z|=1, CKK}, 

取 复 数 乘法 为 7?。 此 时 Es，Ys# : S1—S1 是 恒 同 映射 ， 易 见 适 
合 定义 8.3。 

例 8.5 变革 是 拓扑 群 ， 即 所 谋 是 一 个 拓扑 空间 ， 又 是 
一 个 (乘法 ) 群 。 如 果 由 (x，x ) 习 x(x')“1 规 定 的 对 应 XX 
一 X 是 连续 映射 ， 此 时 X, xo) 对 群 的 乘法 是 五 -空间 ， 
其 中 xo 是 群 X 的 单位 元 。 ' 

附 记 与 群 的 定义 此 较 ,一 个 且 - 宏 间 (X ,xo) 称 为 一 个 
有 - 群 ,如果 除了 适合 (ij) 与 (ii) 外 ,还 适合 下 面 的 (iD 和 (ivy) ， 


nxi ' 
Gii) ÉE X x X x X—— X x X 


D1xn |a 
n 
XxXxX — X 
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是 同 伦 交 换 的 ( 辐 伦 结合 律 ) 。 
nen xin. eX Kol a, Xo, Xo0)), 
其 中 
NXI(X, x!, x)= (NX, x!), x"), 
1 x n (x, x', x”) = (x, n(x’, x”)), 


“ ”代表 映射 合成 
Gv) 记 oo:X 一 AX， 使 得 c, (X) = xo, ff fE Mk BF 
1:(%，xo) 一 (入 ，xo)， 使 得 图 圾 


人 D. (1,B) 
X— x 


aN P Z 


是 同 伦 交 换 的 《8 称 为 辣 伦 道 ) , HB 
n° (B, 1)=0x (X, xo)—>(X, x), 
ne (1, B)=ze, :(X, xo)—>(X, Xo), 
命题 83.4 设 (X, x,) 是 路 径 连 通 的 中 -空间 ， 则 对 任意 
n 之 1]， 文 是 n- 单 式 的 。 
证 明 根据 定义 了 .4.3， 设 :5S"x(0)U (po) x 1— X Jk 
射 ， 使 得 Cpo，0) 二 (po，1) 二 Xo。 合 日 :S" XxX1->XX 是 由 
H(u, t)=n(F(u, 0), F(po t)), (u, € S*x<1 
定义 的 映射 。 易 见 

H| (po) XI=F]| (po) XI (rel.xo) ， 

H|S" x(1)=H|IS" x (0) =F|S" x (0) (rel, xo). 
wa (X, xo) 中 每 一 个 元 素 在 7， (%,xo) 上 导出 恒 同 同 构 .】 
推论 8 .5 设 A 是 迎 路 空间 hy 中 包含 ey 的 路 径 连 通 分 支 ， 则 

有 ,是 n- 单 式 的 (n 之 1)。 转 别 地 ， Ti (A, ev) 是 交换 的 . 
证 明 因 (4v，ew) 是 五 -空间 ， mi À, x 人 ,是 路 和 TE 18 ËJ , H 


1T(ey，ey) 一 cyE Ày 
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A A 人 A A r: 
知 7(AXAy) CAy。 故 Ay 对 7n|AyXxAy 是 如- 空间 ， 根据 命题 
8.4 即 得 推论 。]】 


练 JN 

1. 设 p:S"->8 是 纤维 映射 ,B 是 多 于 一 点 的 路 径 连 通 空间 。 
证 明 p RER. 

2. 设 p:E1->S1 是 指数 映射 ， 证明 

Ci) 对 任意 空间 X， 了 映射 9:X-~>S1 能 升腾 到 映射 f: X— 
E1， 使 得 2f 二 9， 当 且 仅 当 9 3411 

Gi) 设 XX 是 单 连通 旦 局 部 路 径 连 通 空 间 ， 则 任意 映射 9:X 
一 SI 是 零 伦 的 ， 

3， 设 P? 是 n 维 ( 实 ) 射影 宏 间 ，7 宇 2， 则 任意 映射 g: P" 
>S! RRHH. 

A. 试 证 明 ， 不 存在 喘 射 f: Sn— Sl, n>2, EL 

fs) =f. 

5. 设 p:E-> 昌 是 纤维 映射 ，4C B， 则 plp-1(4):p-1(4) 
— A 是 纤维 映射， 

6， 设 7p :E>S!lxSlx.XxS!1, n 宇 2 正 整 数 ， 使 得 

plU, Uz, ey u= (erit, e2rituy see, el"iv,), 
证 明 Pp 是 复 释 映 射 。 

7， 记 SIVS1=((z, zx) € S1 xS1| z, =J 或 32 二 1} 及 
E= { (uj ,tu2) € E2| u, 或 tz 是 整数 ]。 命 p :E>S1VS1， 使 得 
pn(Uj,u2) 二 (62"iV1，@?"it2)。 IER p ERRIA. 

8， 设 四 是 中 局 部 单 连 通 空间 ，p: BE-> 昌 是 复 琶 投射 。 如 果 
p Ë- ERAARA, IEH p. P : 尼 一 日 是 复合 投射。 

>. 设 了 是 连通 且 局 部 路 径 连 通 和 什 局 部 单 连通 窗 间 ， 王 是 
了 的 万 有 复 琶 空间 。 证 明 zs(B)~~H2(B). 

10. 设 了 是 村 局 部 意 连 通 宏 间 ，E 与 8' 分 别 就 喘 射 :EB， 
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p':E' >B Yi 8: BABAR. W poE Bi soE p! (bo), eE 
(p') (bo). JPI pani (E,eo)=pk mi (E', e0). EWEFA Æ 
上》 局 胚 映射 1: E>E', #Ep'f=n. 

11. 设 了 是 连通 且 局 部 路 径 连 通 空 间 ， 证 BH p: OQ > Y A 开 
映射 (py 意义 见 定理 8.2). 

12. 设 X 是 路 径 连 通 的 于 -~- 宏 间 ，xoE X, HF aer, (X, 
xo), P€ me(X, xo), p 与 9?>1， 证 明 


[a, bl=0 
《其 中 Whitehead HÒ 定义 见 正 .810)。 并 由 此 可 证 明 命 题 


8.4. 
13. WEIER AEA y 是 万- 群 。 


第 五 章 ” 谱 叙 列 的 代数 理论 


[内 容 提 要 - 

谱 氢 列 的 概念 山 J. Leray 于 1946 年 首次 提出 ， 后 经 J.-P. 
Serre 与 W. S. Massey 等 人 研究 . 现 已 在 代数 拓扑 的 许多 重要 问 
题 中 找到 它 的 应 用 . 本 章 简 要 叙述 谱 叙 列 与 正 合 偶 ( 后 者 是 W. S. 
Massey 于 1952 年 提出 的 [25]) 等 理论 中 的 若干 概念 和 性 质 ,， 为 下 
一 章 运 用 到 纤维 宏 间 上 ， 并 进而 为 计算 球 的 部 份 同 伦 群 作 一 些 代 
数 的 准备 。 主 要 构 念 依次 有 : 导 算 子 群 、 单 梯 群 、 双 身 群 、 正 合 
W. SRECE, IERI, HE 4- 群 以 及 与 升 标 4- 群 相 联系 的 
正 合 偶 等 。 


$ 1 导 算 子 群 

定理 1.1 设 4 是 一 个 交换 群 。 同 态 4:4 一 4 称 为 4 上 的 导 
算 子 ， 如 果 42 三 0。 即 对 任意 aC 4，d (4(a) ) 一 0。 具 有 时 算 子 d 
的 群 4 简 称 为 d- 群 . 

设 4 是 !- 群 ， 记 B(A) == Im,(d), 2Z(A)=Eker,(d), H 
d2—0, 8C08(A)C Z (A), Y 

ADDA 

称 为 4- 群 4 的 导 来 群 〈 同 调 群 ) 。 

设 4 为 4 和 妊 ，8 为 4 - 群 ，/4~> 有 是 群 同 态 HB d'.f= 
= f+4, WAR 


> 


d 
— 


— 
e 


w 


d: 
-一 一 > 


A 
有 
B 
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是 交换 的 。 于 是 ， 因 1 (58(4))SB(B), /f(%(A)) SZ B), f 
导出 同 态 S? (f) HAR (B), 


例 1.1 设 14:4 一 4 为 恒 同 同 态 ，4 是 dg. 易 见 14 
的 导出 同 态 K (1.0 :多 (A)—G (A) 亦 是 恒 同 同 态 ， 

例 1.2 设 4，B 与 C 分 别 是 4d- 群 ，d'- 群 与 4?- 群 。 又 
设 f: A— B, g:B—>C 为 同 态 ， 使 得 

d'ef=f.d, dr. g=g: d', 
BRAR g. f: A-C 适合 
d”. (ge jy= (g ° f) ° d, 

E 

F (g - f) =@ (g) R): HA >R (C) , 


定义 1.2 设 A 与 8 分 别 为 4- 群 和 4d'- 群 ，f 与 9 :A—2B H 

为 同 态 ， 使 得 

d'.e. f= íf. d, d'.g=g . d, 
则 了 与 g 称 为 是 同 伦 的 ， 如 果 存 在 一 个 同 态 上: 4->B， 使 得 /一 9 
二 $d+4d' 心 。 此 时 ， 记 9， 显 然 ,“ 一 ”是 一 个 等 价 关系 。 

命题 1.1 设 A4 与 8 分 别 是 4- 群 和 d' - 群 。f 与 9 :4->8 为 
同 态 ， 使 得 

d' f= f - 4, d'.g=g. d. 
且 设 f==g, M KA= R (9 :9% (A)—96 (B). 

证 明 是 显然 的 。]】 

设 4 是 d- 群 B 的 子 群 ， 且 d(A) SA， 于 是 dl4 即 为 4 的 导 
算 子 ， 而 在 商 群 C 三 Br 4 上 导出 一 个 导 算 子 d* 3, WET [b] € 
C， 其 中 [6 表示 对 4 而 首 b€ B 所 在 陪 集 。 命 *([5])== [db]. 
易 见 d* 的 定义 是 一 意 的 ， 

记 ASB 为 包含 映射 ， 1:B->C 为 自然 投射 。 有 正 ARA 


t 
0 一 > 4 一 >B_7 >C-_ >0， 
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B. id|A=dsi, jed=d*.i, KAAS 

H D F (A) >K (B), F i): Fe B= (C). 
Ibh, 23 B PE] 9:96 (C) >S (A) IHE cez (C), 
其 中 [b] € Z (C), (1b]) 表示 对 £06 (C)im ë IRERE. 因 
[dbi=d*[b)=0€ C, ġ dbe A, H db8e Z(A), fy 

of [b] }={4b} EF (A), 

j&rh (db) RRI BA m ë 此 所 在 的 障 集 。 易 见 9 的 定义 是 一 
意 的 。 | 

命题 1.2 RRA 0 ABC >o, MERG), @ (p 
和 9 如 上 所 述 ， 则 三 角形 


gG 
geca) ge (B) 


NS S HD 
F (C) 

是 正 合 的 。 TTE 

证 明 留 作 练习 。]】 

定义 1.5 设 A 是 交换 群 。4 称 为 单 梯 群 ， 或 称 为 有 单 梯 构 
造 的 ， 如 果 对 每 一 个 整数 1， 规定 了 一 个 4 的 子 群 4，， 且 4= 
=> A, GB D. DEt, A, 的 元 素 称 为 齐 " 阶 的 ， 

设 A=2>,,A,, 了 DB 一 习 是 单 梯 群 ， f:A— B ZER. 如 果 
对 每 一 个 整数 4 ，f (4) SB MIRAE MAS. 


例 1.5 XEM E B AOSA = EnEn SK) 
是 单 梯 群 (自然 ， 取 Cn。(S(X)) 二 0， 当 7n<0)。 它 有 导 算 
子 9:C(S(X)) 一 C(S(X))， 是 齐 (一 1) 阶 同 态 。 易 见 

9 pk Z X) =>), Z, (S (X))， 

6 的 像 BO =>1,B,(S(X)), 
B. C(S(X))) 的 导 来 群 为 

Fe (CS (WH))=DnHn SX), 
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其 中 H, (SOO) 是 X 的 n 维 广义 下 同调 群 ， 当 <0， 
H,(S(X))=0, 
注意 ， 仿 照 工 .8 1 的 记号 ,广义 链 群 、 链 复 形 与 同调 群 
等 都 是 以 整数 加 群 了 为 系数 群 。 


类 似 地 ， 有 

定义 1.4 设 A 是 交换 群 。A4 称 为 双 梯 灶 ,或 称 为 有 双 梯 构 
造 的 ， 如 果 对 每 一 对 有 序 整数 (m, n) ,规定 了 一 个 4 的 子 群 Am, n 
R 4= 忆 mn， Am n GB RD. Ekt Am, n 的 元 素 称 为 齐 (m ,n) 阶 
的 。 设 

A=}. nAm, n° 了 = 之 m nBm. n 
是 双 梯 群 ，f: 4 一 B 为 同 态 。 如 果 对 每 一 对 (m,n) 有 
f (A, n) SB,.+e, ntg’ 


则 称 f 是 齐 (p,9) 阶 向 术 ， 


$2 正 合 偶 与 谱 叙 列 
定义 2.1 设 D 与 是 交换 群 ， i:D->D, j:D—>E, k:E—>D 
为 群 同 态 ， 则 @=<D, E; i,7, > 称 为 一 个 正 合 偶 ， 如 果 在 三 角形 


D — D 
N 
kN I 
E 
中 正 合 性 成 立 ， 
例 2.1 设 K 是 有 限 单 纯 复 形 ，Kp 是 天 的 子 复 形 ， 且 适 
合 
Ko CK SK EK Gee GK, =K, p = = K, 
K. =K_,= = 
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D=> H (Kp), E=ÐpH (Kp, Kp_1), 
JerBh H.) =>Y,H C), WH (+) 是 … 的 第 i 个 整 系数 下 同 
调 群 。 
记 同 态 i: D— D, j:D>E, k: E—-D H FII] UBA 列 中 的 同 
态 分 别 决 定 


i 7 
.««— H (Kb) —H,(K;,i)——H,(K;,i , Kp) 


k i 
—>H 1 (Kp) —+=. 


因此 ， 由 同调 叙 列 的 正 合 性 ， 知 
@=<D,E; i,j, k> 

是 正 合 偶 。 通常 称 为 五 的 下 同调 正 合 偶 。 

现在 ， 设 8 二 <D,B， i,7,> 为 正 合 偶 , 我 们 将 构造 一 个 正 合 
偶 @'=<D', E'; 1 ，7'， 上 '> 如 下 ， 

首先 ， 记 4 二 7 :E>E， 于 是 由 @ 的 正 合 性 ， d2—d.d= 
二 7 (KK 二 0， 即 4 为 E 上 的 导 算 子 , mE =F (E), 

其 次 ， 记 D'=i(D CD, Q i'=i|D':D'>D', 

HELID >E, Rx ED’, ÉH x€ D, 使 得 i(x) =x', 
于 是 dj (x) zj k j(x) =0, HJ/G) € Z (Ë), 

命 

J'G')= [jG] € S€ (E) =ËE', 
BL HELE- IJ. 事实 上 ,如 果 有 xi € D. IE iG) = x, 
由 于 | 
1 (x— xi) =i (2) —i(x,) =0, 
知 有 yEE，x 一 Xi 二 kK(y)。 从 而 
j (x) ian =j(x—x i) = =d) € €G (E) , 

显然 了” 是 一 个 同 态 。 

为 定义 〖':E'->D'， 设 y'CE', $h YE 空 (有 )， 使 得 
z'= [y]. Aika =d(u) =0, mku) EECD) =D', A 
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k'(y’)=k(y) ED’, 
N k 的 定义 是 一 意 的 。 事 实 上 F， 如 果 vE BE), 8 y=dly), 
VIEE， 知 (二 KIK(y1) 二 0。 WAR k' 亦 是 一 个 同 态 。 
现在 证 明 在 三 角形 


~ X 
k'N T 
E! 


中 正 合 性 成 立 ， 
C1) A I: (ID')=i!G(D))=iíiG(D) K #(D) =0, # 
Im(1')ker(/'); 
(2) I Kj(D) =0, #mIm(j')ker(K'); 
(3) W ik(Z(E))=0, 4 Im(ķ')&ker(i'); 
C4) & x'ED', 使 得 j!'(x') = 0, WHEN xED 有 
x'=i1(x), RED uC E, ERIO 二 4d(y) =k), 于 是 
iak) =0. ga xeka) € i(D)—=D', 
H i(k) =x ikt) =x A r Ei D’). ke kert’) 
CIm(:'); 
(5) 设 y'EB', 使 得 kK'(y') 二 90。 Hi y'= [y] yE Z(E), 
而 KY) 二 0。 由 y€7(D)， 根 据 定义 y Elm(7')， 故 
ker (Kk’) Clm()’);s 
(6) 设 x'ED'， 使 得 i (x') 二 0。 即 有 x€ D, x'=i(x), 
而 1(i(x)) 二 0。 由 是 对 基 个 yEE， 有 1(x) 二 K(y)， 因 ji=0, AH 
yE Z(E). Kyk x’ EcIm(k'). $ 
ker(i')Im(K'), 
总 之 ，@' 二 <D'，E'; i, j’, 大 > 是 一 个 正 合 R RA @ 
的 导 来 正 合 偶 ， 或 第 一 次 导 来 偶 ， 
照 此 方法 ， 可 用 归纳 法 定义 ，@' 的 第 nn 次 (n>1) 导 来 偶 称 
为 C 的 第 (n+1) KIRA. MAMA TERR 
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C=C, OD, m, OW, OHD, ... 


其 中 
eM DM, Em, i0, jm, k>, 
EHD (COD), H=],2,*=, 
该 叙 列 有 两 个 重要 性 质 ; 


1. {DD } 是 群 D 的 “递减 ” 子 群 列 ， 即 


D=D HDI ODD DDD Dw, 


mio: DO DO, Æ iD>DRHED™® E. 
2, jud m=; Om .ko EEE 上 的 导 算 子 ， 而 Et 
Edw- p EMARE, BH EO =R (Et), 
定义 2.2 设 @=@0), E, e, C, QOY), ... 
是 导 来 正 合 偶 叙 列 。 则 共 中 导 来 群 的 叙 列 


ESE), E, s, E, ECHI), ... 


称 为 正 合 偶 @ Arik EWR. 
定义 2.5 设 @:=<Di，B ií J K>, @,j=<D;, 
Ez; iz, f2 R>ÆESR. ($, Y): C1 >00: 称 为 正 合 偶 同 态 ， 
mk PD >D, YE cE EER, B. 
i $= Dil, =Y, ka= Pk. 
于 是 ， 正 合 偶 的 同 态 ($, Y):0 >: 自然 时 出 它们 的 导 来 
正 合 偶 的 同 态 (E, Y) C> 如 下 H 
PDi =p (i, (D,))=is@(D i) Cis(D,) = D£, 
命 
四 一 四 1D 人 DY DY 。 


IK, Eit di=jiki d,=j,jk; B d;,f—Wdá4,, 根据 $1, Se 
出 同 态 :61->Bf。 易 见 ，(B',V') 是 导 来 偶 的 同 态 ， 并 称 为 
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是 (9,z) 的 导 来 同 态 。 . 

照 此 方法 ,可 用 归纳 法 定义 同 态 (中 和 pen): emm, 
n=1, 2,° . ERD’, yenti) 是 Ei, CPB, ymy 的 导 来 
同 态 ， pD, PA= (D,E), (PH, PD) P,e), 

命题 2.1 对 于 上 述 同 态 KAIF 设 

@:D =D, VY:E~-E,. 

则 对 T nz=2, 中 D im DEY R. W (mn) : E m >E ™ 亦 都 是 
同 构 。 

证 明 5 n=2, 人 命题 的 结论 是 显然 
的 。 对 ”之 2， 可 用 归纳 靶 完 成 此 证 明 。 

在 以 后 正 合 偶 的 应 用 中 ， 沽 兴旺 过 全 下 述 性 原 (P) 的 双 梯 正 
A: @=<D,E; i,j, k>. . 

P I (1) D= 3p, aD, a> E=2p, aEp, a3 


(2) 1,1, 大 分 别 是 齐 (1, 一 1) 阶 ， 齐 (0,0) Br, 3 
(一 1 ,0) 阶 的 同 态 。 


例 2.2 在 例 2.1 rh, fr 
Dp, oa=Hora (Kp), Ep, a=Hpra (Ko, Kp-1). 
知 
D= Ppl (Kp)—= Bp, q psg Ko) =>, Pp. o 
E=2DpH (kp, Kp) =p, aHp+a(Kp, Ky.) = >>, aËp, ge 


及 


i(Dp, a) =i(H pta (Kp)) EH ppa (Kpti) =Dp+1. 9-1， 
i (Dp, a) =) (H pra (Kp)) SH ppa (Ep, Kp-1) 5Ep, q; 
k(Ep, a) =k(H pya (Kp, Kp-1)) SH paq-1 (Kp-1) 


=Dp1 sq. 
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偶 , 则 对 @ 的 各 区 导 来 偶 @ 中 = 之 DE 0, jG, k, 
n=l, 

Ci) Dom 与 EO 是 双 梯 群 

D™= Fip, a DY? E= Fp, EPa 

Cii) tm) (DU), Pra, g-1$ 

Ciii) j (EQ), ) SEY 91 

(iv) KV (Eg EP, Q 

(v) dio (EW, ) EES Da din-i 其 中 dn) (n) 。 k 

证 明 (7) 是 (iii) 与 (iv) 的 推论 ， 以 下 用 归纳 法 证 (全 一 (iv) 。 

当 n= 二 1， 即 条 件 《P) RE. 

RARA n1, REMER Mi, 0, ko, dya 
是 齐 (1, 一 1)，( 一 n+1,7 一 1)，( 一 1,0)，( 一 n,n 一 1]) 阶 的 ,考虑 
(十 1) 的 情形 。 对 任意 整数 对 P 与 4 ， 命 

DY 5i (D, q+1)5 
pa dm EW aE My, z+n-1 的 楼 
2:9 dE Da g- ni1) ° 

由 导 来 偶 的 定义 ， 不 礁 看 出 命题 对 (n+1) 亦 成 立 ，]】 

推论 2.5 it Deo >, aD, EO)= 2, gE 如 命题 
2.2, MH 

Ci) Dm =i M- í (n-2) ef 0) (Dp-nti, qtn-1) 


= (i)! (Dp-n+i, qan-1)5 
Gi) Dp, aD DDD eD a” D142 
Gii) Ek gk EC” 的 某 一 子 群 上 的 商 群 。】 


附 记 1。 正 合 偶 @ 适合 条 件 (P); 其 导 来 偶 儿 列 中 双 梯 
群 D 5 E™ iA dr 882 20k, 这 两 点 以 后 一 般 不 
再 声明 。 

附 记 2。 双 梯 正 合 偶 @C 中 的 同 态 i,7, 的 作用 可 从 下 图 
表 中 看 出 ， 


| Jl 1 


yp 


... I—5 d 一 一 4 —b ° . 
< q—' 5 Itd ge— 1 b Id T — I 5 tag< .I-Db Tti r< ... 


! y i J f y 


: 1 i I 
s 
ok b 'I—d b'a b'a ‘ . 
M" - a < g < 一 a < b 'Itdg <’ qe" 
四 
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由 此 可 得 出 若干 正 合 叙 列 。 例 如 
7 i 7 
wrEpti,g = >Dp, a =—>Dp+i, a-1 —> 


Epi, g_ 1 > 
以 后 应 用 到 纤维 空间 时 ， 双 梯 正 合 偶 @ 二 过 PD， E; i, J, k> 
除 适合 性 质 (P) 外 ， 还 适合 下 述 性 质 (R); 
p<0, Dp, o 一 0。 
当 q>0, Ep, a= 0, 
此 时 称 @ 为 正则 CS) ESB. 


(R) 


显然 ， 由 Dp, o- >Ep, q Æ D,a, q 的 正 合 性 ， 知 当 p<0 
时 有 Ep, go 一 0。 此外， 由 推论 2.3， 当 P<0 或 9<0 有 
Es—=0,  n=1,2,=, 
一 般 地 ， 设 对 任意 整 数 p 与 49， 取 m>max{p,4+1}， 根 据 
E; JES, Ej = Ej SE O ==, 
命 
EMS Et, n>max{n,4+1},。 
k i i 
Kik, BE pg D p, g> D ppirg-10 > E phis g-1 h 
正 合 性 ， 有 
í i i 
0=D 21, ppa D 0, ppa YP1,P+g-1—> 
i i i 
">Dp-1,gt1—*Dp, 9g 
1 f 
= >D pg 0—Dprq+1+-1 
í i 
=D prot2s -2™ s 


其 中 iDprgy0o 悦 Dptot1;-1 是 在 上 同 态 。 


188 F 伦 论 基 RH 
为 了 方便 起 见 ， 记 K pg 三 pg(Dp,o)， 其 中 


ato i) /i gatl. 
Ap, =i oo e O= (Dt Dp, o>Dprgt1s_1. 


由 推论 2,3， 知 
K psa =D R, payor SPR, -10 
从 而 得 到 
Dopodl -1 =H paaris -1 5H ptg 02H p4a-151 
2-2K i, pta-12F 0, prg 
Hi, p+o+1=0, 
命题 2.4 设 双 梯 正 合 偶 @ 适合 性 质 (P) 与 (R), H.E; + 
F pra 等 如 上 所 述 ， 则 有 
F psg/ F p-isg Ek e 
证 明 考虑 @ 的 第 (n 一 1) 次 导 来 偶 
P —<Dim, E™, Im) jO) kos, 
忆 二 2poD E =p, Ere 
当 n>max{p, 4+2}, # 


Esth- 1, 1 -m+2 = Ü 
Dim. ¿= (i)? (Dp-nsq}n-1)=0. 


于 是 有 正 合 氢 列 


ot í n 
> n > c 
D Ph- 2, g-N+2 D 和- l» g-n+1 


jœ n) 
LE; n, 


DR n = C)" (D p-1sg41) 

== (i) 1t? (Dp isg) =F p-15041> 
D Fh- l» 4- -n1 = (i) *” 1(D p,q) 

= (1) t (Dp, g) = pras 
Etm =E 


khak 
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im 
—— y, D m 


2 
R-2, 4-n+2 p+P—1, gq—7+ 1 
| < | 

F p-1so41 一 K psa 


的 交换 性 ， 得 到 


(co) 
Er =R p a/ F p-1sg41e 】 


例 2.5 设 天 是 有 限 单纯 复 形 。 当 p>0, W Bp 是 无 的 
p 维 骨架 ， 当 P<0， 记 天 p 一 好。 用例 2.1 及 例 2.2， 有 

D= Bp, gH p44 (Kp), E=2)p, aH p4o(Kp,Kp1), 

@=<D,E;1i,7, k> 
是 适合 性 质 (P) 5 (R) 的 双 梯 正 合 偶 ， 因 而 是 正则 ( 双 梯 )' 
正 合 偶 。 

因为 当 9 寺 0， 有 

Ep,o=Hpro (Kp, Kp_1)=0 

Ep,o=Hp(Kp, Kp_1)=Zp(Kp, Kp_1)=Cp(K), 
H.d=jk:E,, > E, i, É 5 90:C,(K)>C, (K) — 8, mj 
见 

E$? =Hp(k), E2) =0 (mq ¥0). 

Ñ n>2, HdE ME; in 是 平凡 的 ， 故 

H(K) SE SE =E =. =F), 
Hp E =p, Ese 

Mhae 5 FJJBIE SB 6 ExHB09, APITA ETE 
间 调 的 正 合 偶 。 见 本 章 练 习 2 与 3。 


$3 升 标 群 
定义 3.1 设 4 是 4- 群 ，4 称 为 一 个 升 标 d- 群 ， 如 果 4 有 一 
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个 子 群 询 {4*} (对 所 有 整数 P )， 使 得 
A=[ jpA?*, ArCArti, d(A?)CEA?, 
x, 记 4-” 一 0 
定义 3.2 AEIR 4- 群 ， 了 是 整数 E, M 
w(a)= inf {p}, 
acA’ 


称 为 4€ A 的 重量 。w: 4->JU (一 co) 称 为 A ER) SEE E4 3, 
易 见 重量 函数 多 具 有 性 质 : 
(i) wla—b)<max{w(a), w(b)}; 
Gi) w(d(a))<w(a); 


Gii) w(0)=— co, 
出 此， 显然 还 有 w(4) 二 w (一 4)， 对 于 任意 4€ A, 


重要 的 是 反 过 来 ， 设 4- 群 A 上 有 画 数 :A->JU (一 oo0)， 具 
ARERO GD, MAEHE 4- 群 。 此 时 ， 只 须 对 任意 整 
数 p， 取 

A'={a€ A|m(a) <p}. 

现在 ， 我 们 对 一 个 升 标 4- 群 A 定义 一 个 相应 的 G 梯 ) 正 合 
IB. 

对 整数 了， 记 A? 二 A?/As-!。 因 A 与 4?-! 是 d- 群 ， 根 据 
8 1，d 在 人 ,上 导出 一 个 导 算 子 上 #z。 而 


í 
0-— A?-1 —> A? Ât —o 


是 正 合 氢 列 (1 为 包含 同 态 ，j 为 自然 投射 )。 故 由 命题 1.2， 三 
角形 


gear- EO gh) 
R / 
0 ` A HD 
H (A?) 


中 的 正 合 性 成 立 。 
命 D 与 为 单 梯 群 : 
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D=) Dp Do 三 多 (A), 
E=3ipEp, E,=@çA':, 
K i:D->D, ;:D—>EËE, kE>D p 32 E = A J p S (i; 
K (j) 与 9 所 确定 的 同 态 。 于 是 ， 得 到 一 个 正 合 偶 @(4)=<D， 
E，i,，j，K> ， 称 为 与 升 标 4- 群 A 相 联 系 的 正 合 偶 。 此 时 1， 了 
与 分 别 是 齐 1 阶 ， 齐 0 上 阶 与 齐 一 1 阶 的 同 态 。 


例 3.1 在 例 2.1 中 ， 取 
A=L jpA?, At =C (Kp) =) C, (Kp), 
则 4 是 升 标 6- 群 ， 其 中 8C, (Ky) C I (K,) 为 边沿 导 算 


+, 于 是 D 
ge(Aty—=H(K,), HASH (Kp, Kp). 


此 时 ，@(4) 即 例 2.1 的 正 合 偶 。 


现在 ， 设 4 与 B 分 别 是 升 标 4- 群 和 升 标 4'- 群 ， 即 
A= oA”, ACAL IANA’, 
B=|_]pB°, B'S Btt, d' (B?) CB?, 

并 设 f:4->8B 为 同 态 ， 使 得 

fi=d'f, f(A)EB?, 
WSU Âr Âe, peg Pard) cdt 与 di4 分 别 是 
Âr 和 + 上 的 导 算 子 )。 由 是 导出 同 态 

K(f) KA) TRB’), 

KP :RA > (B), 
且 易 见 (ge (f) tige (yy: @(A)>@(B) 是 正 合 偶 同 态 ( 见 定义 


2.3), 
在 以 后 的 应 用 中 ， 常 涉及 的 是 适合 下 述 性 质 (S ) 的 单 梯 升 标 
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d- 群 A 二 [ J,A?, 
(1) A=) An 对 任意 p， 4 一 习 (A. NA’); 


(5) fo HEEM, d(A,)SA,_u 
(3) 如 aE A,, 4 六 0， 则 0<u(a)=<l, 


命题 3.1 设 单 稀 升 标 d- 群 4 具 有 性 质 (S )， 则 
Ci) 4pS4*， 对 任意 Ps 
Cii) 如 <0，4。 一 0 
ciii) 如 p<0，4?* 一 0， 
证 明 Ci) 如 a€ Ay, a0, Hp Z u(a) = inf (q) 及 


ea EA 
AISAT, Nac Ae, 
G i) macA,, a30, WA mwa). 
Gi wm A0, HA =EN A), HGi) AmO, 
EIRA NAZO. A a0, aC A, NA’, Am 0 < wa) = 
inf {4}。 故 p 之 0。]】 


ec42 
进而 ， 我 们 考虑 这 样 的 与 升 标 d- 群 4 相 联系 的 正 合 偶 
@(A)=<D,E;i,;),k>, 
首先 ，4* 有 单 梯 构 k, Ar=21,Ab, H rh Aš=A,n4A. 
R.d(A2)S8A2..,. Hd 是 齐 -1 阶 的 ， 记 


d: At> At, Ip E: 
KADE (A) 


Dp, a =F ppa (A), 
易 见 
Dp= (A*) =X nH n(A) =E Dp,as 
因而 D=2>D = Ep, Ppa 是 双 梯 群 。 
其 次， 记 人 2 二 A?/A3-1。 易 见 À: =>, Ar, BELESA 
子 d# 是 齐 -1 阶 同 态 ， 即 4*(Az) c A... TE 
HÂ») = EK pÂ’), 
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记 Ep,g= pa (4), 知 Ep= 5n K n (Ât) =DaEp,a. 因而 
二 2jpBp 一 上 p,qEp,a ENHE. 
命题 3.2 设 4 是 适合 性 质 〈S ) 的 单 梯 升 标 d- 群 ，@(4) 
二 <D,E;i,7,Kk>， 其 中 DD 与 8 的 双 梯 构造 如 上 所 涛 。 则 @(4) R. 
有 性 质 (P) 与 (R) ， 即 为 正则 《〈 双 梯 ) 正 合 偶 ， 
证 明 根据 定义 
iC ppa At) ER ppa (A*t), 
IH pya (An) S He pya (Á), 
KK paa (ÂD ER pagi (APTI), 
即 性 质 (P) 成 立 。 
其 次 ， 对 7<0, 4 二 0 蕴涵 着 Dp 二 0; 因 对 一 切 p，4p 三 47。 
当 9<0 时 ， 有 


从 而 Ep,a 二 0。 即 性 质 (R) 成 立 。】 
于 是 ， 根 据 $2， 有 部 p a= 0 (Dp, p SDi -1， 及 
EK =E", 当 n>max{p,4+1}, 
现在 ， 对 于 适合 (S ) 的 单 梯 升 标 d- A= Up A;.=2,A,. 
记 | 
d:A 一 4 1 的 核 


K n(A) =- d(4 1) ° 


易 见 = (A) =D, H n (A) ° 
下 面 我 们 讨论 Se, (A) BR pa Ef, 的 关系 。 
帕 于 A?SAh 导出 一 个 同 态 
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hp,g: Dp, =F pyg (A) > pra (A) 。 
K p,a (A) Shp, a Dp) SK py (A), ARACA E 
BiR pya A)R ppa (4211), 即 iiDp,g>Dp#1,q-1. 且 在 
EKR | 
Dp,a 一 > D,yi,q—-1 
pp ,9 hp+1,g_1 
F p+q (A) 
中 交换 性 成 立 。 故 
S,,4(A)— hi, a (Dpr) =hp4i,g1°i(Dp, 0) 
Ehprisg 1 (Doi q. DO 5K phisqa (A), 


FH psa (A) =hpyapis -1t 02t) (Dp,a) 
=hprgti -1 F prq). 

RE K n(A 与 Ra A 的 定义 ， 及 因 对 任意 P， 有 ApSA4， 
等 ， 知 ， 当 9 和 0 时 Ap,e 是 在 上 同 态 ， 当 949 过 0 时 有,g 是 (在 上 ) 
同 构 。 从 而 有 

Fe nso (A) SH n(A), 

H ntlo n(A") SR nA) 

T.I 设 4 是 适合 性 质 〈S ) 的 单 梯 升 标 2 群 。 则 


K a AER no (A) 290, (DRF n232 (A) 
ReDD ;m41 (4) 三 0， 


F psa (A) /EK p_i ,*g+1 (A) =E fy, 
证 明 只 须 证 明 后 一 式 为 同 构 。 因 为 


horatio: H p,q Hp, (A), 
hpratis i Tpit pt ,gH (A). 


RERIK 
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H pisan AO S Kp, al) 


+ Dp I, 5R paisa S Sep, 4 (0) "1! (Dp,q) 


中 交换 性 成 立 。 棋 据 命题 2,4， 有 


E p =R p a/ F pis q+1 
SK pa (A/F pirap (A), ] 


附 记 1. 命题 表明 ， 交 换 群 Kna 有 升 标 构造 (虽然 
不 一 定 有 导 算 子 ) HI 

H aA aR mara (A), 
ÜZ. Q. 1 | q (A EK nqara) 0O0=<q=<m+1, 
此 时 

Dio mta 9 (Ay EH mai »9+1 (A) => 
称 为 与 升 标 群 H n (A) 相 联系 的 单 梯 群 。 

附 记 2. 以 后 可 看 出 ， 关 于 升 标 4- 群 的 讨论 与 纤维 2 
闻 中 关于 下 同调 的 谱 叙 列 的 讨论 相当 。 对 偶 地 ， 若 涉及 上 同 
调 ， 则 须 考虑 降 标 4- 群 ， 讨论 的 方式 与 下 同调 情形 相 平 行 


E, » 4 


练 习 V 
1. 证 明 命题 1 .2。 
2. I E=<D, Ei], Kh EEA PO 的 正 仓 偶 。 
Ph ( 忆 三 > poDpo， E=3)»,aEp, a; 
齐 (1,0) 阶 的 同 态 。 

再 设 @ 的 (n 一 1) 次 导 来 偶 @ 人 二 <D ,Ei jO), 
Ko >。 试 仿照 命题 2.2， 证 明 D'" 5 EO) Ex, Li”, 
j, ke dio = j) k 分 别 是 齐 ( 一 1 D, (n—1,—n+1), 
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(1,0) ， (2 一 ?十 1) 阶 的 同 态 。 
3. 设 @=<D,E;i,7, 旋 是 适合 (P') 的 双 梯 正 合 偶 ， 且 适合 
mR’): 
1) %4<0, Dp,g=0; 
(2) 当 p<0, Ep,gq=0, 


证 明 
Ci) 如 7 之 0 或 1 二 0， 对 任意 7n 宇 1,，Ey" 二 0 
Gi) 34n2>maxíp,q+1), E SEGI? = =E; 
Gii) iü Ff, =)? (Dp, a) SDo, p4as M 
EL =F}, a/R aa, q—-1e 


4. 设 4 是 4- 群 。4 称 为 降 标 4- 群 ， 如 果 4 有 一 个 子 群 列 
{4}(p 是 整数 )， 使 得 门 pA? 二 {0}，A?**'SA?,d(A?*) CA? 
试 按照 § 3 的 办 法 ， 构 造 与 4 相 联 系 的 正 合 偶 @8(4) 。 进 而 在 适 
当 条 件 下 ， 叙 述 并 证 明 与 命题 3.2、 命 题 3.3 相 应 的 命题 。 

5. 设 并 是 有 限 单纯 复 形 ，Kp KH p HR R O, 
xo € Ko, ñf D=21p, Dp, ES=Dp,aEpsa 如 下 : 

Tppal(Kp, Xo)» 如 pZ0, p+q22, 


Dy, = [ 
0, FR P, 
Apya Kp, Koi Xo), #Hp21, p+q23, 
RL 如 Pp 宇 1，P 十 9 二 2， 
0, 其 余 Pp，9， 


其 中 了 是 同 伦 正 合 叙 列 
k i 7 
> n (Kp I X) —, (下 pxXo) — 


k i 
zm (Ky, Kp_1,X0) ——z,_, (Ky_1 X) —>=*= 


中 的 同 态 ) 。 证 明 : 
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Ci) @(K,xo) 二 <D,E;i,j,K> Æ ES, Khi, j,k 
HERRERIA 1. J, K HDE, 

GD CK, xo EAE P). 

Gii 34 p<2 ig p+g<2, Dp,g=0, 

4q <0 K p+4>1L, Dpra™Tpy (K 2o). 

Gv) 34 p<2 k q<0 £ p+q<2, Epa =0. 

(v) @(K,xzo) 适 合 性 质 (R) 。 

(vi) iZxoə5x EKo, Z:I—Ə> Kí 是 连接 xo 到 xX1 的 路 42. 
则 决定 一 个 同 构 

(P,P) CK, x) OK, Xo), 
E4 £=#0: (1, (0), (1)) 一 (Ki1,Xxo,X1)， 有 
(D, V1) = (De, Ye). 

g: 正 合 偶 @( 上 ,xo) 称 为 复 形 玉 在 质点 xo 处 的 同 伦 正 合 倘 

(参见 [25])，。 


第 六 章 “” 谱 叙 列 在 纤维 空间 的 应 用 


[内 容 提 要 ] 

谱 爸 列 最 成 功 的 应 用 之 一 是 纤维 空间 的 同调 论 ， 本 章 将 对 这 
方面 作 一 粗略 介绍 。 主 要 的 材料 取 之 于 1951 年 J.-P。Serre 的 著 
名 论文 “Homologie Singuliere des espaces fibrés” [26]. 

§ 1， 为 讨论 的 方便 ， 仿 照 Seré 的 方法 ， 氢 述 方 边 的 广义 
同调 论 ， 定 理 1.4 告诉 我 们 ， 它 与 I. Sl 通常 的 广义 同调 论 是 
一 致 的 。 

S ?是 本 章 的 中 心 。 详 细 叙 过 了 纤维 上 映射 o X — B 是 如 何 决 
定 它 的 下 同调 谱 叙 列 。 特别 地 ， 在 广泛 的 条 件 下 ， 计 算 


1) -一 (2) 一 - 2) 
E =) Epo E = > E 21 , 
í q t q 


给 出 了 典型 的 同 构 
Xosa Ep a= Co BOU, (定理 2.4)， 
Xpo En aml (D Ha EG) (定理 2.9)。 
这 些 是 以 后 应 用 的 基础。 
83 与 84 是 纤维 窗 间 谱 委 列 的 应 用 ， 得 到 了 J.-P. Serre E 
合 叙 列 ， 以 及 作为 某 种 特殊 情况 的 Cysia 叙 列 与 Wang ( 王 宪 钟 ) 
叙 列 。 
$ 5 提出 了 "- 连 通 纤维 空 间 及 (天 ,7)- 伦 型 空间 的 概念 ， 作 为 
玉音 的 内 容 的 一 个 补充 ， 而 其 本 身 在 计算 同 伦 群 中 也 有 它 的 用 
途 。 
最 后 8 6， 运 用 前 面 所 叙述 的 若干 结果 证 明了 同 伦 论 中 极 重 
要 的 Freudenthal 同 纬 像 定理 〈 以 稍 具 -- 般 的 形式 给 出 的 ) 。 并 
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进而 归纳 介绍 了 球 > "的 同 伦 群 计 算 的 一 些 结果 。 
本 章 的 内 容 需 要 同调 论 中 以 一 般 交 换 群 C 为 系数 群 的 万 有 系 
数 定理 参阅 附录 8B 或 [31 与 [5]) 。 


$1 方 边 广义 同调 论 
I. $1 中 叙述 了 拓 盾 空间 的 广义 同调 群 的 定义 等 ， 为 后 面 
应 用 到 纤维 窗 间 的 谱 叙 列 情形 ， 本 节 介 绍 另 一 种 广义 同调 群 一 一 
方 边 广义 同调 群 ， 并 指出 它 与 -- 般 的 广义 同调 的 一 致 性 《因而 在 
单纯 复 形 时 ， 与 单纯 同调 是 一 致 的 ) 。 
定义 1.1 设 入 是 拓扑 空间 。X 上 的 一 个 ? 维 广 义 方 体 
u(n 之 1)， 是 指 映射 4:1">XX， 其 中 ln E n d CGIE) 方 体 ， 见 
IT. 2, Feb], "in-=0, 0 维 广义 方 体 即 是 关中 的 一 个 点 ， 
Iinl, An- HEJL Atu 5 Alu: In >X, i=], 
2, n, E8 
(Atu) (L, tn 1) Ud, ti, Obi, La 1)5 
(Au) bye bn 1) SU Ei, ote, sti ,tn 1)s 
分 别称 为 4 的 第 i 个 下 面 与 第 1 个 上 面 . 
引 理 1.1 ISIK A 
AFAT =AT 45, 5,7 二 0 或 1。 
证 明 HFX n 维 广义 方 体 4， 则 有 
((4843)10 i, e, tnaa) 
=Alu (ti, eee, bi 1 8 ti, te, L 2) 
=u (h seesi Eesti Ej 2s 0 by 1 La. 2) 
=Afu (ti, ee, bj 2, Nt 1, n2) 
= (MFA) (t,e, tn 2). ] 
H n>0, ñr Ô n OO E X hA n ELY EAE ER El 
由 交换 群 ， 对 n<0, 命 G。(X) =0. 
定义 同 态 0:0,(X) >On1 (X) iW R; 当 7n 志 0,0 二 0; n>], 
对 广义 广 体 4E Q, OX), 
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Du 一 > (—'(¿lu—Atu), 
再 作 线性 扩充 得 到 同 态 0. ó 称 为 边沿 运算 。 
引 理 1.2 00 一 0， 
证 明 不 妨 设 n22, nF 


00=0 $ (—1)' (人 4 一 4 ) 


i=l 


mn -1 n 
=> cnja S (1) A) 


j=l i=l 


-4$ n aan | 


i=l 
n—1 n 
=> B-D AAAA, HANA), 
j=1 i=l 
暂 记 

n-i a 

> SD ANMN=D+S, 

j=l i=l i<i i>i 


对 于 任意 给 定 的 7 S e=0 或 1。 根 据 引 理 1.1, 当 1<i<j<n~1， 
11 =A, TE 


DSE (GODARA 


i>i i>i 
= > (—1)iti+1AEA? 
i>i 
= > (一 1) 和 和 12142439。 
代 人 ， 00=0, ] 
记 0 二 {0n,( 久 ) ,0} WAK (hL .85 中 的 定义 ), 它 的 同调 
群 为 
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H(Q) ={H, (Ô) =Z, 0)/Ba(0)}. 
P1.1 设 X={xo} 是 仅 含 一 点 的 空间 。 对 于 n 5 


见 由 唯一 的 映射 Ja:1"->xo 作 成 6,(X) 的 生成 元 , 而 和 if 二 
49f%。 因 此 


Q. X)=Z,(O)=J, B.G =o. 
HÛS, n2>0, 


例子 表明 ， 此 种 链 复 形 不 能 直接 给 出 X 的 “正确 ?的 同调 群 ， 
而 需要 对 { On(X) ,9} 作 适当 的 改进 。 下 面 就 来 做 这 一 工作 。 

定义 1.2” 当 m> 了 对 任意 广义 方 体 4E nO , 命 Du) t, 
tae iaa) 二 U1 n=0, ñr Dwar, 
ICX EOR LDE. 再 作 线性 扩充 ， 得 到 同 态 D: 6 (X) > 
Ôn (X), 称 为 退化 运算 。 PREE pn QO (之 0) 称 为 退 
化 的 , 如 果 有 27E Ó, (X), 使 得 4 一 bo). HEZ, Hp u 作为 I”!+? 
ERRAR RETA G, tuta BBRA. Qan CO 中 
一 切 退 化 广义 方 体 自由 生成 的 子 群 记 为 DD, (X) , n>0, win<o, 
fr Dari O0. 

3181.3 Ân OSDO. A 

证 明 RIE, M <in A iiD DAR R. Ai D=1 ( 恒 
同 ),s 一 0,1。 于 是 ， 对 于 v€ 0,OO, 有 


a41 
əDv = 之 CD (a! Dv— a! by) 


=$ (--1) ; (Du — Psv) 


i=l 


=Ü 5 (—1)’ ‘Miv 一 49D) 。 


i=l 
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ka D, CO cb,o. 1 
可 见 ， b= (D, (X), 9} 是 ô= (9, (X), 0} 的 子 链 复 形 。 考 
虑 南 链 复 形 C =(6, (X) ,9}， 其 中 CX)=0,(X)/ D, OX) OR 
H.S5. 而 人 的 同调 天 
H) = (i (Ô) =Z, (Ó) /B,( G) 
称 为 X 的 〈 整 系数 ) 方 边 广义 〈 下 ) 同调 群 。 


附 记 以 上 若 岂 的 是 系数 群 为 整数 加 群 的 情况 ， 对 于 一 
般 的 以 交换 群 G 为 系数 群 的 情形 ， 以 及 方 边 广义 上 同调 群 的 
情形 ， 可 仿照 通常 的 办 法 定义 如 下 。 
记 
EF XO) = CeG， 
Cn(X,G)— Hom( Q, (X) ,G0), 
这 里 四 是 张 量 积 〈 见 附录 B81), Hom 是 同 态 群 的 记号 (ML 
[1]Y. §1), 
由 命 0(4n@9) = (0a,) QI 给 出 同 态 
2: (X, CC _ (X,G); 
Je ôA”) (app) =: <an Qa, 12 (Kronecker 积 ) 给 出 同 态 


人 A 
6:Cn (X ,G)—> Cn'1(X,G), 


容易 验证 
Q= 0, 0n=0, 
于 是 
H,( ë ñ G) 一 9 :Cn (XG)>Cn-1(X, 中 的 核 .， 
3C ar (X, G) 
He Ô G)=- 0: Cn X, GO) Cn: (X, ORE ， 


Cn- 1 (X, G) 
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分 别称 为 以 C HREH, X BU n 维 方 边 广义 下 同调 群 与 的 
n 维 方 边 广义 上 同调 群 。 


定理 1.4 设 丈 ,(X) 是 拓扑 空间 X 的 ( 整 系数 ) n 维 广义 
CF) 同调 群 GH ..S1), MH 
H ,(X)=H,(Ó), 


证 明 记 信 "是 (n+1) 维 方 体 1”'! 中 的 7 维 “ 单 位 单 形 ” 


A"={ (on see Yn) ET Sy <l, > Yi =1} 


i=0 


( 见 图 1.1)， 


` n=:1) 


图 1.1 


fT Pn TSA" R, E 
Yo=l— Xi, 


纪 1 二 X1(1 一 ZX2)， 


Yn_1—=X1X2a Xn 1 (1— Yn), 
Yn—X1X2""Xn liXn, 
其 中 (x1,*… ,Xn) 为 点 XE 1? 的 下 角 坐 标 , o,r Yn) ZIRA Pnl) C 
人 ”的 重心 坐标 。 于 是 ，9 导出 7 维 广 闵 单 形 到 7 维 广 义 方 体 之 
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间 的 映射 T= E, ANEX En 维 广义 单 形 , 则 4=9(7") 
=š + 11" X Jë X EK n #É 22351, 因此 可 得 到 同 态 

9:Cn(X) 一 Ca(X)， 


Z FEN 


Em o 导出 广义 同调 群 与 方 边 广义 同调 群 的 同 构 〈 细 节 从 
HE). J 


附 记 一般 汞 有 自然 同 构 、 
H,(X,G)=H,(C,G), 
H"(X,G)=H"(Ó, G), 
证 明 请 见 Eilenberg 与 Maclane 的 文章 [14] 。 
以 后 在 不 至 引起 混淆 时 ， 分 别 用 万 CO 与 H, OX, O) # 
示 Ha(CO) 与 H,(C,0). 


MERX ERBAA, xo € X. 

对 7 之 0, 命 0, OO 是 Gs (X) 是 一 切 具 有 下 述 性 质 的 广义 方 
体 u:In— X 自由 生成 的 子 群 ;4 将 17 的 各 顶点 均 映射 至 xo, 其 中 
Goe iD G I" 称 为 它 的 顶点 ， 如 果 对 每 个 i 二 0 或 1。 对 
n<0, ñQ, (X) 二 0, 

E D, =0, OO ND,(X)。 易 见 ， 如果 广 义 方 体 uE 
Da (X, Big u= pr, ve 6,(X), 则 vE 0, OO ,根据 定义 , 显然 
0={0,(X), 3}, D={D,(X),ð} 分别 为 ={6, (X) ,0), b= 
(Â OO DATERAR. BE 

命题 1.5 对 每 一 个 整数 n， 存 在 链 映射 0:Cn(X) 一 Qa OO 
及 链 同 伦 4:On(X) 一 Ga1(X) ,使得 对 于 一 切 n， 有 

i10— 1 二 04+ A0: ó, (X)—Ó, (X), 
其中 1:6 ,CO Â OO REAR, i0 OO, OO 是 包含 
链 喘 射 。 且 适合 性 质 ， 
G) EP LHI uE, (X),WJ0 (G) =u, 
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Gi) 9È, OO)ED ON， 

Gi A(O) c Dna OO. 

证 明 4 n<0, ñ 09 与 4 为 需 同 态 , 即 具 有 上 述 三 个 性 质 。 
下 设 n 宕 0。 我 们 将 对 每 个 广义 方 体 4:1" 一 X, 定义 广义 方 体 
0 (u): I”>X R Au): = x In X, 使 得 

(1) 0(0)EQ@ (XI， 且 

ub se, bn) =A (U) 0,11...) 
0 (u) (tr, t SAU) G, ND 

(2) 如 mi M| AQ60=45. AG. 其 中 1<i<sn， 
e=0 s 1; 

(3) 如 ?=0=xEX 是 0 维 广义 方 体 ， 则 0(o =xo, 
4( 罗 是 路 径 ，( 人 5 (0 (1D)) X, (xzo，00)， 特 别 地 ， 当 4 一 xo， 
A(u) ERER: T— (xo); 

C 4) 如 WE Qn(X), 则 9 G) =u, | 

(5) m u=Duv, vE, 100 是 (n 一 1) 维 广义 方 体 ， 
nZ], li 

AG) (Eby, tp) SAG) G, ti =, tn) 

FXE, HAXER EMK. H n= 可 定义 0 与 4 使 得 (3) 
成 立 ， 利 用 间 伦 扩充 性 质 (命题 了 .4.3)， 对 7n 宇 1， 容 易 用 归纳 
法 定义 8 与 4， 使 得 (1)，(2)，(4) 及 ORL. 

于 是 线性 扩充 得 到 同 态 0: rO 一 Qn(X) 及 A:Q, X) 
Q, O0. 而 由 (1) 与 (2), 有 


n+l 
JAG) SALAU) A A) + D i) ALAU) — AAt) ] 


i=2 


3 H 


=MG -A Aw) — S (— 1 LAA; u ~ AN (u) ] 
i=l 
=i u) =u S (CD AA G. 
i=l 


4p ið- 1=ð4+4ð, 
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叉 (1)，(4) 和 (5) 蕴涵 着 命题 中 性 质 (i), (ii 及 (iiil 。】 
现存 考虑 商 链 复 形 《二 {Cs(X) ,9}， 基 中 
C O=, N/D, (X), 
HI 

C OO =, (7 D(X), D(X)=0,(X) nD, (X), 

故 有 自然 同 态 0:C A>, , 它 是 在 中 同 构 ， 且 $0 二 09。 

命题 1.6 vC, OO Ca(X) 是 链 等 价 ， 因 而 

pai H (O =H O., 

证 明 “根据 命题 1. 5，9 SIH8E Dh AO: Ôn OC OR A 
导出 同 态 A: O> na (X), 使 得 9 一 1 一 94 上 +46。 因 pÈ 
在 中 同 构 ， 故 由 是 链 等 价 〈 即 $80 与 1 链 同 伦 ,88 与 1 链 同 伦 。 
见 [1] IV. $1)。]】 

实际 上 ， 当 7 宇 0，Qa(X) 中 六 的 非 退 化 的 7 维 广义 方 体 的 
全 体 组 成 Ca(X) 的 一 个 基 。 因 之 Cn(X) 是 自由 交换 群 ， 称 为 X 
Wy n HEB” Y SERBE, 


附 记 1. 根据 命题 ， 以 后 我 们 只 涉及 Qun(X) 中 的 广义 
方 体 ， 而 由 此 构造 的 方 边 广 义 同 调 群 与 定理 1.4 中 的 同调 群 
是 同 构 的 。 

附 记 2. 相 类 似 地 考虑 , 可 得 到 相对 的 方 边 广义 同调 群 。 

设 (X,Xo) 是 拓扑 空间 偶 ，xoEXxo， 对 任意 整数 几 
CADE COTR 

命 

C.,GCV,X6)=C,( X) / C, (Xo), 
它 同 构 于 在 关中 而 不 在 Xo rh BJ n ERBE 32 y k 所 自由 
生成 的 交换 群 。 自 然 ，C,,(X) 上 的 边沿 同 态 0 导出 同 态 
O:C, (X, Xd C, I (X, Xo). 
因 00 二 0， 有 和 链 复 形 {Cn(X, 关 0) ,9} 从 而 有 相对 的 方 边 广 
LAR H, AX, Xo) }。 并 不 难 把 它 推广 到 一 般 的 交换 群 G 
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作 系 数 群 的 情形 。 


$2 纤维 空间 的 谱 叙 列 

现在 转 入 正题 ,介绍 纤维 映射 的 下 同调 谱 叙 列 ， 主 要 运用 升 
标 9 群 的 若干 性 质 ( 见 V .§3)。 类 似 地 考虑 ， 运 用 隆 标 6 群 等 ， 
有 纤维 映射 的 上 同调 谱 叙 列 ( 见 本 章 末 练习 1 与 2 )。 

设 0:X>B 是 纤维 映射 , 取 boEB, w F= (bo), xoEF., 
并 设 8 与 是 路 径 连 通 宏 间 ， 因 而 XX 亦 是 路 径 连 通 的 。 根 据 命题 
1.6， 考 虑 XX 与 了 上 的 方 边 广 义 间 调 群 时 ， 可 假定 人 与 B 上 的 广 
义 方 体 4 将 1? 的 各 顶点 都 分 别 映 射 到 xo 与 bo。 


我 们 对 单 梯 群 Q (X) — > On) # H JF f H ië Q (X) = 


UQ’ OO mT Gip QORXMA Ş 1): 

4 p<0, 命 Q?(X) 二 Qp(X) 二 0。 

BE P>, n 维 方 体 4€ 0n(X) 称 为 重量 t (u) qp, wm: 或 
者 n<p， 或 者 当 7n>p ht, Wi ou: I”—>B 5 (t,e ,ta) E 71" 的 后 
(n 一 Dp) 个 坐标 无 关 ， 即 对 于 (yo ,tpstpris tsin) (tl, e, tps 
t 6 yC In # 

wu (t,e tp, ipri e’ Ea) 一 OU (i, tp lf 1 6.17). 
HEZ, u(ti,e lo tp 和) 属于 
关中 的 同一 个 纤维 之 中 ， 

命 0?(X) 为 一 团 重量 w(u) <p 的 广义 方 体 u:1"->X (任意 
整数 n〉 所 自由 生成 的 Q(X) 的 子 群 。 

命题 2.1 C(X) 对 上 述 改造 是 升 标 9- 群 。 

证 明 Q(X) 二 [ lpQ? X). 

当 n 维 广义 方 体 uE Qi(X) ,7n 宇 0,w(t) <sp, W.P # u (u) < 
p+), EO OOST H(X), 

in w(u) <p, 4 w (Asu) <p, 1SI<n,£=0 W1, 即 

AQX) SQ’ (X). ] 
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附 记 1. 广义 方 体 ! 的 重 最 w(u) = 二 p， 即 当 

(1) wu) Sp 成 立 ; 

(2) w(u) <p 一 1 不成立 。 

附 记 2. 根据 Q*(X) 的 定义 ， 易 见 Q(X) 是 满足 V .$3 
的 性 质 《S) 的 单 梯 群 。 从 而 ,对 于 任意 P,Qp(X) E (X); 
p<ott, Q*(X)=0, 


进一步 考虑 单 梯 群 
C(X)=2>,C OX =>, (Q, X)/D,(X) 。 
命 罗 :Q(X) 一 C(X) 为 自然 同 态 。 记 Cr'(X)=T(Q'(X)), Hl 
v EEEE, Q(X) TOt (X), R. 0W—wT0, 于 是 
CX) =U] (X), CrS), 
oC? (X) ECC? (X), 


即 Q(X) 上 的 升 标 构造 自然 导出 C(X) 上 的 升 标 构造 ，C (X) 是 单 
梯 升 标 9- 群 。 


对 Cc(X)YEC(X), iHw(e(X))= inf {a}. 
eX ecx) 


命题 2.2 ERIR I-O (X), CaO SUC) 
RAEM (S). EB 
(1) IHES p, C'(X)=>), [Cr X) NC?(X)]) 
(2) XHf& n, 9C(X)SC I (X); 
(3) 如 果 e(X)ECi(X),ce(XX) 寺 0， 则 0=m(e(X))<1, 
证 明 (G) 由 十 附 记 2，Q〖Q? (X) 二 231Q,(X)fQ?(X)], 
因 
C'(X)=W(Q"(X)), C.O =W(0,(X)), 
H. nyn, C, (AO NC (X) = 101, # 
CaO NCN =Y OQ,X) NO?X)), 
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H C*(X) =>y,[C, (X) n Ct (X)], 
(2) 从 0 定义 ， 是 明显 的 。 
(3) 当 p<0,C2X) 三 0 H Cp(X)SC?(X), 从 而 对 6(X) 
€ C,(X),ce (X)=<0, # 0=<mu(e)<1l, ] 


附 记 kirE, 3420, X dH -— UDJJEjB (ED n HE P ° S 
方 体 在 丈 下 的 像 作成 C. OBE, I C, (X) n C? (X) J: 
C, OX NACH (X) By J 项 , C: (OO Æ Ct+1 (X) RS Ë JR, 


如 果 考 虑 以 交换 群 G 为 系数 群 ， 一 般 地 命 
A(X)=C(X,0) =C (X) QG, 
4(X) 上 的 边沿 运算 如 通常 定义 . 即 9:C(X, G) CX, G, 1 44 
ae O @g) = @0e (X))@g, HF eNEAN, gEG, 
A(X) 有 单 梯 构 造 A(X) =r, (X) ,其 中 
A, O = C, (X,G)=C,(X)@CG. 
此 时 9 23 (一 蕊 阶 癌 态 。 
再 命 4h*(X) 三 COX)Q@GC， 容 易 验 证 ， 
A(X) =A’ (X); 
A? O Art1(X) (A C? (X) Æ CH (X) WE NN) ; 
0A? (X) CGA? (X). 
可 见 ，4(X) 亦 是 单 梯 升 标 0- 群 。 
对 4(X)E A(X)， 记 w(a(X)) 二 inf (q). 我 们 有 下 述 


a (X) A (X) 
命题 
命题 2,5 ”上述 单 梯 升 标 9- 群 
A(X) =$ nAn (X) 一 [jp42(XD) 
BAERS). HI 


(1) HEE p, AOW =, AWONA X]; 
(2) 对 任意 7， An X) A,_1(X); 
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(3) m a(X)€ A, (X), a(X)5c0, M|0<Oo(a)=<l, 
证 明 有 赂 .] 
现在 考虑 与 上 述 单 梯 升 标 9- 群 A(X) 相 联系 的 正 合 偶 @(A) 

三 去 疡 ,有 1 >。 为 了 方便 起 见 , 将 4(X) 等 中 的 记号 入 省 去 ， 

但 注意 均 表 示 与 实 间 X 相应 ， 

由 了 .82 与 83 的 讨论 总 结 起 来 有 以 下 儿 点 ， 

(1) AP=>) At 是 链 复 形 

0 ð 
e— Al a Aft— Ales 

其 中 A= A NA’, H API E A? 的 子 链 复 形 ,如 p< 过 0,A? 二 0; 
nL, 4 一 0。 

记 商 链 复 展 合 *=- 42/A2-1 k A = AP/AP-1, Bi A? 二 


x. 44, 日 
A 0 A g A 0 
eA 2 mA? — Apm, 
C2) 双 梯 #É 站 二 六， aDp, q> 其 中 Do. a= pral A?), 
K E= p, a Ep. a, I'P Ep, q =p (A). 而 bika 
HEEE CAP, A2-1) WERA 


k i 7 八 
>, (AI) (A) > KH, (A?) 
k . 


AP) Se 
中 的 同 态 。 

(3) 当 p<0， Dp, ao=0; 当 p<0 s p<0, Ep, a: 0 ( 见 命 
题 V .3.2)。 

C4) 进一步 考虑 @ (A) 的 各 次 导 来 偶 

CMA SLD Em; m, m KO >, nSle 
m CDA) =A). X 

D =F p, «Ppr, E =p, Epro 


BARE WAA ESE B] B) S FI 211 


ICO (D ry) SEDER, a19 
IO (Dira) SE a41, qtn-1° 
k (Ekr EDT, ae 
MiS, JO Bk SIEA, —1), (ntl, nls 
0) MAJAL mAV .2.2)， 
(5) Dpr) =i (Dy, g1) = (0) "(Dp nti, g4n-1)) 


(n) E (n) (n) 
d“ Era Eph g+n-1 的 核 
EE ( 
d" (Epin, qn+1) 


Erhi O =F k ( 见 命题 TY .2.2)， 
(6) 4 n>max{p, q+1) 时， 对 任意 9 与 %， 有 
Ep =E? === Ep, 
命 eo, = (D 1 (Dy,0) EDpro4isL1, 便 有 
Dprari -1 =F pta o SZ p49 1 ,1 


0, pp 2 F -1 ,p40t1=0, 


(n-+ 1) 一 
Ep"3 


H pra H pirg Epa OLAV .2.4)， 
(7) ñ hp, a Dp, q= F pral A) >H pr (A E A 
47E4 导 出 的 同 态 。 记 
H pral A) =hp,a (Dpr) SEKH paa (A). 
TÆ, ERK 


= 
H pisati (4) — K pra^) 


~f horar 1—1 ~f horari sl 


= 
FE paisati > F p, g 


中 交换 性 成 立 。 从 而 有 
K psal) /H p1: q4 (A) =E y (命题 Y .3.3). 
以 下 我 们 就 来 讨论 纤维 映射 o: X— B ARAR E SRAN 
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列 
@(A)=@1), @2) (A), ,LC ™ (A), es 
其 中 CW (A)=<D:%, Em, 1 2) 7 0 ， k™ >, 以 及 它 
所 决定 的 谱 叙 列 
ESE, E, e, ECO), <, 
我 们 主要 是 计算 EDO Dp, Ey, 4 及 ED = Dp, Ep ye 
ix u: I-> EO 中 的 广义 方 体 。 对 一 切 适 合 ， 重 量 
wU) <p sm 的 Pp， 可 定义 两 个 广义 方 体 Bpu:1?->B，Fpu:7? 
>F, h 9 三 如 一 p， 使 得 
Bpulti, +e, tp)—=ou(ti, +e, tps 0, ,0), 
Fopult, e., ta) =u (0, *, 0,61, tg). 
实际 上 ， 因 wasp, 
oP pu (t,e, tp) 二 OU00 ,0,t1, ,to) =0U (0, 0) 一 六 0， 
知 Fpu(ti, e,t) EF, : 
根据 定义 ， 知 
G) B,;u 与 Fpt 分 别 将 六 与 二 的 各 顶点 映射 至 xo 5 bo, 
因为 一 切 w(W) <p hm LHE uE, O RARO O n QP (X) 
的 基 ， 命 同 态 
PD:Q,(X) NOX) >Q (B) QEF), 
使 得 (u) =Bpu QF. 
Gi) An u EEJ XDE, Hluc D.(X), 4 q=0, Bpu 
是 退化 的 ， 当 q2>0, Fpu 是 退化 的 ， 即 Fpu€E D, EF), +J $ 
PCa GO NC?(X)—>Cp(B) OCF). 
一 般 地 ， 如 以 G 为 系数 群 ，@ 导出 同 态 
DBD':As=(C,(X) NC X) OGC, (B) OCoa PF,G)). 
Gii) mG) <p 一 1, 则 Bpu 是 退化 的 . 于 是 由 D(A) 
=0, $ 导出 同 态 
0: A= (AR/AK 1) >C (B)QCa(F,G , 


SKE WEOE SH 213 
简 记 
K*=Cy(B)@G;(F,G) =X Kn, 
其 中 Kf 二 Cp(B)@Co(F, G)，m 二 p 十 4。 及 命 0p: KI K i 为 
同 态 ， 使 得 对 天 8 的 生成 元 b@ feo g 有 
ðr QIDI) =(—1) bI fI. 
易 见 0s0p 二 0。 因 Cs(B) 是 自由 群 ,有 


05:K?>K?_1 的 核 
C, (B)&H., (F Pn m—1 x _ 
p( )@ al G) Op (K, #1) 


= pha (K?) . 


Civ) 4 w(u) =p, 4 1=<i=p, Nj wAfu >p 3 p+1< 
i<m, Mj w(Afu) <p. HRE 
BpAiu= Bpu, Fphiu—Ae_pF pou, 
其 中 二 0 或 1 KA ”9u=v+v', 其 中 
P 


v= X (— D) (Atu— AUE Qm (X) NQX 


i=1 


CQ, AX) NQ’ W), 


q 
i= (—1)P* (Algot Ayy). 
i=j 


但 9 
@u'—=(— 1)? >Z (一 1) 'Byu@ (IFpu 一 人 pu) 


三 〈 一 D)2BpuGQOFpu。 
根据 定义 ， 交 换 性 在 图 表 
A 0 A 
AP 一 -> Afa 
lo k: 
4 
Op 
K£ — Kg- 
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AN 
Xpra: Ep a= F pta Ag) >Cp (BI OH, (F,G), 


附 记 Eaire q=m—p>0. mq<0, 因 Ep,g 
=0, H,(F,G5 三 0， 我 们 将 仍 用 xp ,a 表示 显然 的 同 态 。 


重要 的 是 ， 有 

定理 2.4 ik oiX—>B 是 纤维 映射 ,bo C B,x € F—=u-1(bo), 
B 与 已 是 路 径 连通 的 。xp,e S m E Pr SR, WH 

Xpsa:Ep,g. Cp (BOHa(F,G). 

为 证 明定 理 ， 需 作 两 点 准备 ， 

513282.5 设 v:1? 一 了 B，z:1?->F 分 别 是 B 与 F 上 的 广义 方 
体 。 则 存在 上 的 广义 方 体 4 二 2(v,z) :1?19->XX， 使 得 

Gi) w(u) <p; 

Gi) B,u=u, Fpu=z; 

Gii) 4 1<i<p, /6, u=£(u,)5z), £g=0 W 1; 

Civ) 如 2 是 退化 的 ， 则 2 亦 然 。 

证 明 对 dim z=q >0 作 归 纳 疲 。 

设 4 二 0, 即 2 是 点 xo € F. HOt Y ike: T> B 
来 定义 广义 方 体 = 上 (2) X, EA ou=u, 

记 Vo 二 (0,…,0)E1s。 因 % 是 纤维 映射 ，Vo 是 I? 的 强 形 
变 收缩 核 ,根据 定理 .1.2, 有 了 映射 n: p> X, EB nV o) 二 xo， 
二 VY。 设 V; 是 1? BRR MA. AV =bo, on=v, 4i 
nV EF aa, a) EF, V 3), xo), 为 路 径 连通 空间 
下 中 的 路 径 , 如 记 了 为 产 的 顶点 集 , 便 有 同 伦 g >B, f,:J— 
X, 0<t<1, 使 得 

g,=vu, FV =s, (0, 

可 见 记 二 941],tE1 及 放 =71] .再 由 定理 .1.2， 存 在 同 
#fo DX, 0<t<1, #@of,=go J=f,.lJ, fe=n. 

mu=fii >X, W|u—£F(6,z)jE X EK p 维 广义 方 体 ， 它 
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将 ?的 项 点 映射 至 xo, Hluc Q, (X), H ou=v. "f MEIRA 
4 三 0 成 立 。 
现在 设 421, HREH A B HOXHE v E F Ey S k 
z，dim z<p 一 1 时 ， 引 理 已 成 立 。 我 们 芳 虑 v:1?->B，z:1?->F 
的 情形 。 
C1) 当 > 是 退化 的 。 妈 2 与 三 的 最 后 一 个 坐标 无 关 Jn 
4342 一 442。 A 
u(t, ippa) =E (V, A92) (t, ,tp4g 1), 
于 是 广义 方 体 4 二 (u,z): TP 适合 引 理 2.5 的 要 求 。 事 实 上 
(i) 与 (iv) 是 明显 成 立 的 ，( 让 也 成 立 。 因 为 
Bpu (ti ,ee tp) =0u (t; ,oe , tp, 0, ,0) 
=o (u,A92) (t, tp, 0 ,0) 
=v (tl ,tp), 
Fp (ti, tg) =u (0, °,0,t1 e, tg) 
=E (w, A82) (0,1, 0,t1, p tg-1) 


=À2z (t; ° stg-1) =z (t, "e tq). 


对 于 (iii) 同样 也 是 成 立 的 。 因 为 如 !4， 有 
Aptal (tl, ,bpra-1) u(t pe, bppg-13€) 
£ (0,442) (t,tp+rg-1)， 8 一 0 或 1。 
如 1<49， 有 
Agit i,e tptai) Ub, bppt—ls S tpti, "stptg—1) 
=E (Ag) (hse, tptils Estpris "sip+a-2) 
Abi (0,292) (ti, LoLa 2) 
=£ (V, M8492) (1 , ° ,tp4a_2)。 
Eit, B<, ujRIc, 0242384, # 
Z(u,A242) (t ee tpta 1) =E (V, A$ Z) (tr, to+a-2 0) 
A 1 (0,252) (tl, ,tp+a-2) 
=Í (u,Aq_1452) (bt , ,tp4q—2). 
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根据 引 理 1.1 ， 有 
AEASZ =AL AEZ, 
从 而 
Asa u=(u,A82), 5 二 0 或 1。 
AZ, Ez 是 退化 的 情形 ， 引 理 对 dim z 二 4 成 立 。 
C2) 当 z 是 非 退 化 的 。 仍 记 Vo 二 (0,…,0) EI, f 
J =VoxI?U Is xô", 
容易 验证 二 是 可 缩 的 ,因而 它 是 1?+? 的 强 形 变 收 缩 楼 . 命 9:1* 
>B, f 
_ (ly, tp. Si, ° ,Sg) =v (ti ~e ,tp)s 
及 f :J 一 XX， 使 得 
在 Vox1I? E, T Op, 0, S1, S4) =Z (S1, =, Sq), 
在 Py kE, 
F (fL, Ép,S1 | SH _1 8,89 ° Sq-1) 
=£ (u ,A5z) a, e lp Si s, Sq), E50 £ 1, 
显然 六 是 单 值 的 。 根 据 引 理工 .1.2《 粘 搂 引 理 ) ， 它 是 连续 的 ， 
Bof =g|]. 运用 关于 纤维 映射 的 定理 N . 1.2, 存在 映 HF u: 
D° X, 4} ou=g, u J= T. Bg>1, Tug I*+% 的 所 有 
顶点 ， 因 之 广义 方 体 4= (2 EQna(X)。 易 验证 适合 引 理 2.5 
的 要 求 (i) 一 (iv)。 现 在 归纳 步骤 完成 。】 
引 理 2.6 iR uit X 是 半 上 的 广义 方 体 ， 共 重量 wu) 
委 p。 则 存在 X 上 的 广义 方 体 4 二 Dp (ww) :1?*9+:->X， 使 得 
Gi) w(u’) <P; 
Cii) WAWA 
Çiii) u’ (0, t,t,’ .. stg) =u (0, °, 0, ti, ... sta) 3 
Gv) A$ 418" =u, g: iyu 二 (Bpu,Fpu)， 其 中 对 应 见 引 
理 2.53 
(v) 34 i22p, A u!=D,(5u), £g=0 3 1; 
(vi) 当 gqg>>0，4 是 退化 的， 则 4 828, 
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证 明 类似 引 理 2.5， 对 4 宇 0 作 归纳 法 。 


设 4 二 0。 iE 
Vo= (0,.,0)E€ IP, PH x 1, 
J= dx 0U d’ xG) U Vox DEt, 
容易 验证 了 是 1?+1 的 强 形变 收缩 核 。 命 9:1*+1->B， 使 得 
~ g (li, ,tp,t) =0 (u) (t, tp), 
及 了 :J->X， 合 得 l 


u (t , stp), 当 t=0, 
J (tl "tp,t) = č (Byu, Fpu) (ti, etp), t=1, 
Xos 当 (t1,* ,tp) =Vo, 


BW o 是 纤维 映射 ， 根 据 定 理 信 .1.2, 存 在 映射 u' :1?t1->X ,使 得 
ou'=g,u'|J= J. AJUS PH 的 所 有 顶点 ,天 广义 方 体 
u'E Q. (X). MEER, Mm Dp4u 二 4'， 则 适合 引 理 2.5 的 要 求 
(i)— (vi). 
设 9 宇 1， 旧 假定 对 所 有 半 上 的 广义 方 体 #， 只 要 ww(W) <p, 
dim up 十 4 一 1, 适 合 引 理 的 Dpu 已 有 定义 。 我 们 来 考虑 u+ 
>X, w(u) <p 的 情形 。 
《1)》 当 4 是 退化 的 , 即 4 与 1*** 的 最 后 一 个 坐标 无 关 。 知 
Apat (tl, ,tprq 1) =u 1, e ,tpra1,tp+a) 
=A tau tis ,tp4q-1). 
fir 
下 (和 加 +941) =Dpåptat (ti s= tora), 
TA Miku 王 Dpx:71 盾 ?+ 一 发 便 适 合 引 理 的 要 求 。 
(2) #4 u 是 非 退 化 的 。 仍 记 
Yo 一 (0，…，0) EI’, Pttit xIx, 


F=d' x0) xI U (It x Q) x 13) 
U(VoxIxI%)U (It x1x019), 
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容易 验证 六 是 PEH 的 强 形变 收缩 核 。 命 9: 71?+e+1->B， 使 得 
9 一 Bat 人 ti)， 
Kf:J—X, iW 
Ta, tps0, S81, Sq) =u (t e ,bpy 51, Sq) 
F stp, 1,81, *, Sa) =S (Bpu, F pt) (ty, eo, Ly S1, ,Sg), 
FO, 0, bys ,es So) =Fyru(si,*=*,Sq), 
F Giet tpt, S1, et, St 1,8,81," Sq—1) 
=BpAS pu (t1, e s tpat, S1, ,Sg 1), E50 0 或 1。 
因 吃 是 纤维 丙 射 ， 由 定理 TY . :1.2 存在 映射 4 :1?t9+1->X， 使 
得 ou =g, u |] = F. HT 包 合 1?t*t1 的 所 有 顶点 ， 知 
4'EQp4g+1( 关 )。 命 u' 二 Dpu。 容 易 验证 引 理 所 要 求 的 性 质 G) 
一 (vi) 成 立 。 现 在 归纳 步 又 完成 .】 
有 了 上 述 准 备 ， 我 们 来 证 明定 理 2.4。 
根据 同 态 yp;e 的 定义 ， 欲 证 E,, 4 ==C,; (B)@H,;(F,G), 只 


须 构 造 链 映 射 N 
u:Kš=C;,(B)@C;(F,G)> A;=A51/At1(m=p+q), 


使 得 G4 二 1 ERD A I= AER). Ae, H Ks 的 任意 生成 元 
OZ g, 命 
LURI) = [š (u,z)] 9, 
其 中 [Ew] € Gp X)=C, (X) NC X) GM 2.5 性 质 人 D)。 
再 作 线 性 扩充 ， 根 据 引 理 2.5 性 质 (ii) 与 (iv) ， 得 到 同 态 
mK: 22, 
H. 94 二 1( 恒 同 )。 由 引 理 2.5 和 性质 Gii)， 它 是 链 上 映射 。 


现在 证 明 40 一 1 qam: A>r, 对 于 UE Qpyg (X) ,w (u) 
<P, i ku=(—1)’DpuE Qp4+q+1 (X)。 由 引 理 2.6 性 质 , 经 线性 
扩充 导出 同 态 


AN AN 
k AR > Ak, 
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EERI 因为 


akua HEROD = X (Dit A Dpu— AYDyu) 
i=p+i 
+ > (—1D !!'(DyAtu— DyAlu) 
i=p+1 


= (PPH (Ayu Dyu -hr Dpt) 
=ë (Bpu ,F pu) — u = u0 (u) —u, 


可 见 n=: AAR] 
现在 我 们 计算 E HERT Z E W K PE z (B, bot 
Ha (F,G) 上 的 作用 ， 
KAIKE: (1,6D ~(B,bo)，Lo]jEzl( 了 ,0o)， 
引 理 2.7 对 每 一 个 方 体 zxEQnP) ， 存 在 广义 方 体 
A,G)C Qn+i (XX)， 使 得 
Ci) AA, (u) =u; 
Gi) @A,(u) (t, ti, eee, tn) =0 (t); 
《iii) AçA2su=25 Au, e=0 = 1, 
Gv) 如 4 是 退化 的 ， 则 4vx 亦 然 。 
证 明 lloc Q (B), W uc Q. (F), A, (u) =Z (c ,u) ,其 
中 专 见 引 理 2.5。 则 ho (us) 是 X 上 @m+1) 维 广义 方 体 。 显 然 ， 
引 理 2.5 的 性 质 蕴 池 着 引 理 2.7 的 性 质 〈i) 一 (iv) .】 
由 此 ， 经 线性 扩充 ， 导 出 同 态 
Ao:Q,(F)—>Qn+1 (F), 
及 同 态 
Ao:Cn(F)>Cnti (F), 
再 由 J0) 二 A414。 (u) 给 出 一 个 同 态 
J,:Q, (F) >Q, P), 
事实 E， 对 于 Greota € P, # 
Je (u) (t,e tn) =0Ao (4) (Tti, t (=G (1)=bo, 
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BI J, (u) (l Ü 1) G F, 
由 引 理 2.7 性 质 GV ,J 导出 同 态 
J,:C (F) >C (F), 


一 般 地 ， 有 
J.:C (G(F,G) >C, (F,G), 
且 进 一 步 ， 册 
QA G =A? Ag (u) —A!1 Ag (u) 
n+1 
+È (D '[A1A (0) — AWA. (0 ] 
=u—J¿ (u) - > (—1) ! [A;A1 (u) ~ AA? (u) ] 
=u — J. (u) ~ Aç0 (u) , 
Ep 


u—J (U) =g (U) + A;0 G) , 
可 见 J 是 链 上 映射 。 故 导出 同 态 
J#$:H,(F,G)>H,(F,G), 
引 理 2.8 设 c==r:(I, 0D— (B, bo), J 
Jo=J,:Cn(F,G >Cn(F,G)。 
即 当 [o]= [rt] € z (B, bo), J; =7Jt:, 
证 明 Bos: (T, 01)— (B, b), 存在 8 上 二 维 广 义 方 体 
y:12->B， 使 得 
u(0,) =bo=v(1,D), VE,0)=000), v(t,1)=7 (D, 
对 于 上 每 一 个 n 维 广义 方 体 刀 1">F， 联 系 关上 的 (n+) Hi 
广义 方 体 Do  Inta= Ix Ix IX, 适合 下 壕 性 质 ， 
(i) w(Q(u)) <2: 
Gi) B 0 (u) =u; 
Gii) ALQ (u) (t, ti, + Ep) =U (t, *, En) 
(iv) ASQ (u) = Ag (u), A10 (u) =4, (u); 
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O) QQiu)=A1. Q (u), ë=03⁄ 1; 

(vi) 如 4 是 进化 的 ， 则 0 (u) WRA. 

事实 上 ， 仿 引 理 2.5 与 2.6， 对 dim 4 二 n 之 0 WHH. 

设 1 二 0， 有 即 4 是 点 xo € X, jp 

J=(Ix (D) U (Ix ()) U (0) xD) ED, 

知 了 是 12 的 强 形变 收 缩 棱 ， 命 :J 一 X 为 映射 ， 使 得 

Tao=Aa0, Fa, )=AuG0Q), 70 一 xzo。 
H wv 了 =u|]， 根 据 定理 V .1.2， 了 有 扩充 丘 射 DX, EA 
wf =u, RE au 二 f， 则 引 理 的 性 质 明 显 成 立 ， 

设 n 宇 1， 且 对 上 维 数 小 于 7 的 广义 方 体 4u， 适 合 引 理 的 
ou) 已 有 定义 。 现 在 考虑 ul In F, 

(1) 如 zz 是 退化 的 。 

fr Q (uy: Int2_ X, E 

Q (u) (s,t,t, stein) = QAtu(s,t,ti yo stn 1) 

ET, 

(2) 如 4 是 非 退 化 的 。 

记 = (x (0) xT U dx) xi UCOxTxIoUCxX7 
X61?) CI?t2， 它 是 1”+2 的 强 形变 收缩 核 ， 

命 0:1”+2->B 为 映射 ,使 得 


9 (8,t, tl pen) =u (8,t) 
及 了 :本 一 XX 为 映射 ,使 得 
~ 
f (s,0,t1 , ° tn) =Açu(s,t, sbn), 
f (s,l,l i, ° ,tn) =A;,u(s,t, , 10) 
f (0,t,t sesban) =u (tie bns 
f (8,t,t vesti 1 ,ti, esln) 
= OQNiuls, t,t stes faz), EE=0,1。 


由 o 广 =9g|， 根据 定 理 NN .1.2, 了 六 有 扩充 映射 filnt2 X, {E 
#Lof=g, Æ Q (u) =/, 则 容易 验证 引 理 性 质 (i) —(vi) 成立。 
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归纳 法 步骤 完成 。 

现在 定义 同 态 :0,(F) ->0n41 (F)， 使 得 对 上 任意 1 维 广 
义 方 体 t:1?->F， 有 

(S (U)) sty ta) SEQ U) tt ,tn € F. 
由 此 自然 导出 同 态 #:Cn(F，G)->Cn41(F，G)。 且 可 以 验证 ( 细 
节 留 给 读者 ) . 
90W(u) +90(u) =J, (u) —J (u), 

故 l 5J: 是 链 同 伦 的 。 1 

于 是 ， 对 于 [0] E ri (DB ,po)， 它 导出 局 态 

J*a H, ,(F,G)>H, (F,G), 

而 与 代表 映射 0 的 选取 无 关 。 且 

(1) 2 [0] 4 [t Em; (B, bo), W Jta Jta 5ta ca 

(2) 如 [可 Ex1(B,bo) 是 单位 元 素 ， 则 J*,, 是 恒 同 同 构 , 根 
据 定义 工 .4.2，1(B8,bo) ÆHF, O 上 的 运算 群 。 

关于 £323， 类 似 于 定理 2.4， 有 

定理 2.9 设 4:X->B 是 纤维 映射 ,bo EB, xo€ F=o 7 1(bo), 
DIF EREM H. E ia (B, bo) #H;(F,G) 上 的 作用 
是 平凡 的 , 即 对 一 切 9 ， 任 意 [c] € zi (B,b),J* y 是 恒 同 同 构 。 
则 对 于 与 。 相 联系 的 正 含 偶 @(X) 二 <D(X)，E(X)， i, ;¿, k>, 
有 

X=Xp»a Ep aH (B, Ha (F,G)). 
证 明 考虑 定理 2.4 中 的 同 构 
X=Xp,q:Ep,o—= KF pya (A?) C0(B)OHo(F, G0). 

根据 定义 


《2) 一- 
Ej; q— 


d:Es,a—>Es_1, a H $ L; 
d(Ey+1,q) , 8=ik, 
因此 和 欲 证 定理 ， 只 人 须 指出 ，xp,a 是 链 有 映射 ， 即 xd 一 0aX。 其 中 
Og:Cp(B)OHoa(F,G)—>Cp_1(B) Ha(F,G) 
EAH, (F,G) 为 系数 群 的 边沿 同 态 。 或 等 价 地 证 明 98 王 Xdax-1 。 
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设 v@hE C (B) QH (F, G), W 


f= > z;@g, € Za (F ,G) 


为 hE H,(F,G) 的 4 维 广义 代表 闭 链 ， 其 中 z; 是 上 的 4 HE” 
义 方 体 。 
fru = 之 Ew, z))@g; 为 X 上 (p+9) H LHE, 根据 4 
的 定义 ( 见 定理 2.4 的 证 明 ) , u 代表 AGE À: (m=p+9), 
也 代表 XxX l ORQA E Ep, ATH iD>p, WIM 2.5, 
ASE (M,Z) EU, At pZ), £=0 81, 
EE 


r p+g 
Gu= 2 D (DIA EW, > A (u,z ))] @g; 


j=] i=l 


r P 
=> > (—1) [AE w, z) — A ,2))] O91, 
j=l j=l 
它 是 42-: EARR RRA 中 的 一 个 闭 链 ， 
记 y= [ôu] E Ep15 F pra- (477D, 有 
y=dx 1 (VO). 
因 之 ， Æ Cpi (B)@G (F, G) 中 ， 


r P 
x=> D> (-—1: [B, AE (V2)) 


j=l f=l1 
@F,_,41F(0,z))— By id (V,2;) 
QFp14iE 0, z3)] Gg; 
WSA T OF E, REXO =x (Vv@h)。 由 于 
B,_,4;2(0,2;)=Aiu, 二 0 或 1 G=<p), 
及 
F p143 (u,Z3) (ti peeta) 
=E (0,24) (0,0,1, teba) =Z; (ty, e tQ) , 
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如 记 
f. = > F, 41£(u,z,)@g € Z (F ,G), 
可 见 
x =S cD AWB -Awg 
YTE [F] CHF, C), f 
Daj rrX, — 1<;<r, 
使 得 


Diz; (t,t, ta) 
=ë (w, 24) (0,0,8,0, "0,t1 ,to), 
其 路 在 第 i 个 位 置 。 叉 命 91:0:1->B 是 昌 中 的 路 径 ， 使 得 
giv (t) =v (0, 0,t,0,.%0), 
Hh t EE i 个 位 置 。 显然 [01V] € (B, bo), B. 
oD, z; (ti, ,ta) = (G u) (0). 
容易 验证 [F ]= Tio, v (h), 其 中 Jio ,wo 是 由 路 径 c u 导出 
BJ; H,(F,G)=>H,(F,G), 
根据 定理 假设 ，[fi] = 于 是 
Xdx 1 WQ g) = 5 (—D Ah-Ah] 
i=l 


=0g Uh). ] 


附 记 "qx (B, bo) 在 Ho(F，G) 上 的 作用 不 是 平凡 
HRE, HEL, 亦 有 类 似 的 同 构 。 此 时 须 用 到 局 部 群 作 系 
数 群 ， 在 此 从 略 ， 

§ 3 Je-P. Serre 正 合 叙 列 


本 节 及 下 节 考 虑 纤维 空间 庶 手 列 的 应 用 。 
AKU Ras o: X >B 是 纤维 映射 ,BoE B B. F=! (bo) 
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ERREDH. 
定理 5.1 设 B 是 (m 一 1) -~ 连通 的 ，m 之 1; 是 (n 一 1)~ 连 通 
K n=l, A4 m=1 有 时， 进而 假设 ri (B,bo) 在 Ho (FPF,G) 上 (一 
g) 的 作用 是 平凡 的 。 则 有 一 个 正 合 氢 列 、《 称 为 Serre RID 
H min-1 (F, 0) H mini (X,G) ——— H men (B, G) 


q rtn- 1) 


I — H, ,xn-2 (F, G) 一 上 (X, G) 


data- 29) 


Le H mana (B, G) —H,,+n-—3 (F, G) 


一 > 4 > H (F, G 


>H, (B, G)—0, 
其 中 i SH 869 i: FCC 导出 的 同 态 ， wx 见 HAERA o BD 
RERA CGELN.3.1), dP 确定 的 方式 同 § 2 中 。 
证 明 ”根据 假设 及 Harewics 定理 本 .3.5 和 万 有 系数 定理 
《参看 附录 8) ， 有 
当 1<p<m~1, H,(B)y=0, 
当 1<q<n—1, 
Ha (F, G) =H (F) QGOTor(Hg1 (F) ,G)=0, 
再 根据 定理 2 9 及 万 有 系数 定理 ， 有 
Es =Hp(B,Ha(F,G))=Hp(B)QH(F,G) 
@Tor(H,_ (B), Half, G)). 
KA FPO q¥0, p+-q<m+n—1, k>2, A 
Ek =E =E= 
及 当 p<0 (a< R k> 84 B84 二 0、 而 
Eš Ho (B, Ho(P,G)) ~ Hy,(B,G), 
Ei =H (B, Ho(F,G)) Ho (FF,G), 
TE, XFEF2=<p<m+n-1, W 
deu: Et =E; RELE (k>2) 


ERDO 一 - 
> 一 CE) o 
d : (EF, 4- ta) 


Æ$ 2), AM 
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E =ES =m E, 

Ep) =E HAR dP : Ej) EP), bi, 
及 

E SE p =m. 
类 但 地 ， 对 于 1<q<m+n—2, A 

EL, 一 天 (3 =. =E, 


Et”, SEL? SEY /d+ (Ef1)5) 
234 q=m-+n—l, Eir, AHF EI, 上 的 一 个 商 群 。 
HV.S 2598934 
K pral) / F pia (OSEE. 
其 中 
K psg (A)= G0%"1(D;,,a) EDpratisl 
=H ppg (APt911) =R pta (A), 
设 2<pam+n—l, Hi 
F p, o4) /F p11 AES, 
F p131 (A) F p224) ~ Ef, 1 二 0, 
lp_2,2 A/R p333 (A) =E ph, 2=0, 


Hip (A) /op (A) =E 一 0。 

F o, p(A)/F 1, p (A)=E y. 
BER a, pp (A=) D_i spp) =0 (A Di, p450) ， 
K po (A) =K pA) 及 Kop A) ERKA). FE, 对 于 2<P 
<m+n-l, # EAJ 

0— Fo, p A) RH p o (A)—> Ef, — 0 


= 


Ey 
B. Eg, 是 同 态 d P Eg = EJ mE Pp =E y _, W É K 
Eip- =E p-1/4 (E58?%); 特别 地 ， 当 Pp 二 wn 一 1， 有 B 
然 的 在 上 同 态 ， E h> ELp = Ko, 6 (A), 
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结合 上 述 ， 便 得 到 正 合 叙 列 


2) > 2) 
Er m+n-1 H men- (A)— E, uo 


g (tn-l) 2) _ 
< >E K m+n-2 > F morn_2 (A) 


一 > 一 > 一 > (A)—> E P, -—> 0. 
用 容 间 的 同调 群 表 示 ， 即 有 正 合 叙 列 
H mtn-1 (F, G) Hon (X, G) >H atni (B, G) 


a (mt n 1) 


>H anz (F ,G)—> 
mad > H (F,G) H, (X, G) 
— H, (B,G)—> 0. 
叙 列 中 的 同 态 Hp (F, OH, (X, G) 是 由 包含 映射 FEX 
导出 的 。 事 实 上 
FH o,p(A) = (1) P1 ge (Ab) >F p, o (A) 
=i (F p (A?)) 
是 由 包含 映射 40 二 kp Cx (F, G) SAP G A. gh h 
H,(X, G)—>H, (B, G) 是 由 纤维 映射 o: X—>B 导出 的 。 事实 
上 ， 设 此 闻 态 为 7 ， 考 虑 特殊 的 B 上 恒 同 (纤维) 映射 1: B 一 B， 
bo 处 的 纤维 是 {bo}， 显 然 {0} 是 (2 一 1) -连通 的 ， 如 上 上 上述 得 到 正 
Aayi 
> Hy (b), G)—>H, (B,G) l: H (B, G) 
—>H pai ((b;, G)— >, I=p=<m+n—-]I, 
其 中 1, 是 恒 同 同 构 。 


根据 交换 性 在 图 均 
X_ 4 B 
ol 
B-l > 


中 成 立 ， 故 % 导 出 与 纤维 映射 0:X->B 及 1: B-=B 相 联 系 的 正 合 
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BHAR 〈 见 V.83) ，。 
由 是 交换 性 在 图 表 
H,(X,G)—L.—-Hy(B,G) 


Jo | (1 <p<m+n.-1) 
Hp(B, G) 1* SH, (B,G) 

中 成 立 。 故 9 一 or。]】 

推论 3.2 假设 局 定理 3.1， 则 o:X-~> 刀 导出 的 同 态 

wae: Hp(X, FG) >H,(B, (bo); G), 

34 2<p<m+n 是 在 上 的 ; 当 2<p<m+n—1 是 同 构 。 

证 明 JHI T E 2769 SER pk hyk, wP T 2< p< 
m+n—1, Ej 


FF G) H, (X, G) 1 >H,(X, PF;G) 
| (AD |= 
Hp(F,G) 2*.—H;y(X,G) — Hy (B,G) 


Hy (bB, (bo) ; G) 


ti Hp (F, G>H p (X,G) 
(A2) | | 
(ËF#)— Hpi (F, G) t4 >H p1 (X,G) 
其 中 上 面 的 一 个 叙 列 是 空间 偶 〈X, F) BARI. 
交换 性 在 (人 Al) 中 成 立 。 事 实 上 ， 因 为 交换 性 在 图 者 
Hy(X,G) /1* Hy (X,F;G) 
| |. 
Hy (B,G) 一 一 > Ho (B, (bo) | G) 


中 显然 成 立 。 
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交换 性 在 (人 Aa) 中 成 立 。 事 实 上 , 设 [a>] € C, (FG) ,使 得 
alap] =0, #rH a, € C, (X,G) C AP, Nj ap 4& RAP = A?/A?-! 
中 的 一 个 元 素 ， 而 gapE Cpi (F, G) SA0,. M Wm as 代表 一 
个 元 素 46E Ep, o H. d(ag)=;jk(ag) =0; 由 是 ap 代表 一 个 元 
KCE o. KE, Jap 代表 一 个 元 素 0p_1EEBd25-1。 因 
Ej = EP Ep 1 二 Ed?5_1， 可 以 验证 4? (0p) 二 2p_1。 注意 
到 wx [ep] =x (4p) ,其 中 x 见 定理 2.9。 故 交换 性 在 (人 入) 中 成 立 ， 
于 是 ， 根 据 群 论 中 正 合 叙 列 间 同 态 的 “五 引 理 ”《 详 见 本 节 
末 ) ， 有 
o IH y(X,F,G)=Hy(B,G), 2=<ps=<m+n—1, 
RT EHK p'—=m+n h, o, 是 在 上 的 。 事 实 上 ， 如 前 对 任意 
[ap ] € Cy, (X, F; G) ， 使 得 9[ap, |] 二 0， 它 代表 一 个 元 素 ap 、 
€ Ej) ,。，。 这 给 出 一 个 同 态 
n:Hp (X, FG) >E} o. 
因 dap ECp 1 (F,G), "TELBA DE 
n (Hp (X, F,G) =E S; y 
而 出 前 所 述 ， 对 于 2<k<p'—1, # 
Epio =4( EF) oBdA A RSE 0 
知 Ep, a= Eph 
JA 3816842] 32 ) 
Hp (X, F,G)—*Ep2) ， 
O x 
Hy (B,H (F,G) =Hp (B,G), 
Bo, (H; (X,F,G)=H,; (B,G), 1 
推理 3.5 假设 是 -连通 空间 ， m>, 天 是 可 缩 成 一 点 的 
ZE. MFE (D-E, HAR ox:Hp(X, ->Hp(B)， 
当 2<p<2m+ 1 EER; 当 2<p<2m 是 同 构 。 
证 明 ”从 假设 及 纤维 映射 o 的 同 伦 正 合 八 列 即 得 到 了 的 
(m 一 1) -连通 性 。 
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HRF 直 论 见 推论 3 .2。 1 
附 记 je FEV QB IE S ARZAJBIRI 280 “E3” wF: 
设 A, B, C, D, E, ..e3 A', B', C, D', E', °° 
均 为 交换 群 。 且 设 有 两 个 正 合 叙 列 组 成 的 图 表 
>4 —>B — C 一 > 万 一 > 了 一 >… 


ol |a Jos Ja J 
a Ja | os 


其 中 a, (i=1, 2, e) 是 群 同 态 ， 使 上 述 图 表 交 换 。 则 如 果 
Gi, G2, Q4, Q5 是 癌 构 ，0s 亦 然 。 一 般 地 ，(i) 如 ci 是 在 
上 的 ，02 与 04 是 单 同 态 ， 则 cs 是 AAR, GD 如 cs 是 单 
同 态 ，92 与 04 是 在 上 的 ， 则 cs 是 在 上 的 。 

证 明 显然 (i) 与 Gi) 2808398234 ol 02, 04, Qs 是 同 
ËJ, M| as BR. KRAE CG) 与 Gi), 

RIE C>) ， 注 意图 表 


Ar oB CO 0 SD. 
我 们 证 明 ker was 三 0。 
设 CEC， 使 23(0) 二 0。 由 图 表 交 换 性 ， 知 
a40 (e) =0'0g(0)=0, 
因 a, 是 单 同 态 ，0 (0) 二 0。 故 有 bEB， n=, W 
n'az (b) =a37 (b) =as(c)=0, 
AU ECA, EI E (a) 二 42 (5b)。 肯 由 01 的 在 上 性 , 有 4E 
A, a (4) 二 a’。 于 是 ， 根 据 
nm(b— (a)) =q (b) --nč (a) =g(b)= o, 
az (b — Ë (a) ) =@z (b) — 0z (0) =03 (b) —č a, (a) =0, 
及 az 是 单 同 态 b= a), e=0. 
Gi 的 证 法 同 (i)， 留 给 读者 。 】 
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$4 Gysin AJI, ERRAZ 


本 节 由 纤维 映射 的 谱 叙 列 再 给 出 两 个 重要 的 正 合同 调 叙 列 ， 
即 1941 年 We Gysin 提出 的 Cysin 7j [16], 1949F E% ph (H. 
C+ Wang) 提出 的 王八 列 [28] 。 

定理 4.1 设 w:X-> 虽 是 纤维 映射 ， 了 为 路 径 连通 空间 ，2o 
EB， 且 设 F 二 w 1 (bo) 路 径 连 通 且 与 一 个 1 HER S" 具有 同 构 的 
CRO 同调 群 《因而 亦 称 同调 7 ER) o n>. K 设 Xi (B, 
bo) EH, (F) 上 的 作用 是 平凡 的 〈 一 切 9 ) 。 则 有 正 合 氢 列 

一 > 万 pH (B) —> H p-n (B) 一 > 万 p(X) 


-2+ >H (B) — H,_,- i (B)—> ++ 


该 叙 列 称 为 Gysin AJ 
证 明 ”考虑 纤维 映射 o: XBR, H 
Eg =Hp(B, Ha (F)) 
=H p(B)QH, (F) @Tor(H,_, (B), H, (F)) . 
(参看 附录 B. $ 4 万 有 系数 定理 ) 。 
因 
(J, 对 4 二 0,， n, 


H, (FF) 4 
lo, 其 余 4。 


及 Tor(H,_., (B), H,(F))=0 CAMA B.2.2》， 知 
rH, (B), 对 4 三 0 s n, 
Ey 4 
l0, 其 余 的 4。 
HÆ, 44408 n., k>2, Et = Ej =0, % 5 DHE 
ED SEG =. =E, 


(n+2) H (n +1) + (m+1) (m+ 1) 2 
Ey't 是 1 Ey"? >E D, n BI, 


232 同 伦 沦 3& 碘 
EIn? =E tt) =, =E te) 


pr Ou 
类 似 地 ， 有 
ELp =EG =. =E, 
Etra? =E /d C+D (E rL 2E 
K 
ED SE =. =E, 


根据 命题 V.3.3， 有 
ES" y, a A/F s-a, +14)» 
其 中 
ge p,a (A)=G) t Dp, aED prati, -1 =F pa (A) 
=H pp (X) (这 里 取 G= J, 
从 而 
Fe p, o (A/F p11 (A Bs, 
H p131 (A) H O 2,2 (A) =E], 1=0, 


H pati snl (A) /H p-n, a(A)=E tht, ai 二 0， 
F p-n, a (A) / H p-ni snel (A)=E;%,, r9 


A 
KE ysa ee 
一 只 一 中 一 上 ， n 


但 
K prol A) =F pA) =H), 1 ,p41(4)=0, 
故 
KH p151 (A) = p_2,2(4) = pam n(A), 
rp_nsnt1(A)=0, 
于 是 ， 有 正 合 叙 列 
o> Et, ,,—H;(X)>ËE;" "0, 


其 中 Ez jk dert!) ; E E a Sl, „AJTE, 
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Lo 一 Bojd ot (E), 
Wk, SEAS 


) 21 2 
ee E G E, — H,(X)—> E —> E {h 1， n >te 


bb | h -h 


(2 
eH pp (BD) >H nB) H XH p(B) H ppi (B)... 
EHE., ] 


HHE FIE ox: 采 p(XX)->Hp(B8) 是 由 纤维 瑞 射 6 : XX 一 
了 导出 的 ， 证 法 同 定理 3.1。 


RMSEA, H 
定理 4.2 ig oX >S" Etf HEA, n22, X A 路 径 连 通 
BJ. iü boc S", F=eo (bo). MWMEEESAYI 
“Hoa_ntl (F)—>Ho (F)>H, ,(X)>H,_, (F) Ho_i (FPF), 
该 叙 列 称 为 王 宪 钟 几 列 。 
证 明 根据 纤维 映射 的 CHP， 易 见 了 是 路 径 连通 的 。 考虑 
4: 六 ->5" RRA, A 
Ep =H; Í (S*, Ho(F)) 
=H pS") DH (F) Tor(H p1 (S') ,H.(F)) 
(Ha (P), 对 p=0 m n, 
\ 人 0， 其 余 的 P。 
MFH pon k>2, Et =E 二 0， 族 


(2) — 3) — — F (n) 
EZ =E t u =E, 


= 


) 一 一 
Elz! =E f/d m (El... 1) 
— +2) — 一 œ) 
Ei SEC =en E 


类 似 地 ， 有 
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ERSEK = =E 
Emri m dO EO — E, BE, 
ERIO SERGO =. =E. 

再 根据 命题 V3.3 


E y, =F, CONS paa, a nA), 


KH a, (A)/S0, aaa AMOSE 
F aisg (OEH ,gt2 (A)= ER 0, ptg (A), 
H o, nta ASR o, nrg A R i s negri (ASE naa, 
KARESA GHEE 4) 
oE En H ng ANIE, 


但 
Pa, a1 OR nea ASE, 2-150, 
H ntoro (A) F pg 11 MSE 0 
F ngs0 A) ntg (A) =H ntg (X). 
JA 8 E ë 3871] 
eE Hr (X) E>0 
因此 有 正 合 人 氢 列 
E SE eH OSE, a EE Id 


~ | 
>Ho_ntl (F)>H. (fF)—>Ho (X)—Ho_ ,FHo_! (F) —> 


定理 证 些 。]】 


附 记 与 Gysin 氢 列 相仿 ， 从 证 明 可 看 出 ， 用 单 连通 的 
同调 1 维 球 了 (>2) 来 代替 S$"， 会 得 到 同样 的 结果 


推论 4.5 ”假设 同 定理 4.2， 再 设 X 可 缩 成 一 点 ， 则 


J, q==0(mod(n—1)), q>0, 
Ho (F)== 1 
U, 其 余 的 4。 
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证 明 由 定理 4.2 及 XX 的 可 缩 性 ， 
H (F)=H._, (F). 
根据 推论 3.3， 卫 是 (2 一 2)- 连 通 的 ， 知 
Ho(F) =), H (F)=-..=H,_,(F)y=0, 
即 得 到 本 推论 ，]】 


附 记 1。 对 一 般 交 换 群 G 作 系 数 群 的 情形 类 似 。 
附 记 2。 同样 的 考虑 ,可 利用 上 同调 谱 狼 列 ( 用 降 标 $- 群 
等 。 见 本 章 末 练习 1 与 2, ) ， 得 到 上 同调 形式 的 Cysia 叙 列 
与 王 宪 钟 彼 列 。 
例如 王 氢 列 的 情形 如 下 。 
定理 4.2”′ iX o XS E FHERR, n> X 是 路 径 
连通 的 ，boE S', F= (bo), MEEES 21] 
Hoe (F) SH (X) HI FPF) SH PF) He (X), 
闪 中 同 态 HH'(X) 一 已 (FE) 是 由 包含 映射 FS 导出 的 。 
HWA: H. (FHH FRA E AEH E), 
vE H” (F), W 
PVD Sp(x) Vy+ (— 1) FEP tx Vp(Y), 
a EV?” Æ RAS HAE) hi ERER LIIM. 82， 
主意 往 号 覆 有 不 同 ) 。 
证 明 的 细节 从 略 ,读者 可 见 ]。-P。Serre 的 交 章 [26]。】 


§ 5 rn- 连通 的 纤维 空间 


本 节 的 内 容 一 方面 作为 纤维 空间 理论 的 和 补充， 一 方面 为 下 
节 计 算 部 分 球 的 同 伦 群 作 准 备 。 

定义 5.1 设 X 与 刀 是 路 径 连 通 空间 ， 纤 维 喘 3 o: X — Bpr 
为 n- 连 通 的 (4 宇 1) ,如 果 XX 是 n- 连 通 的 , 且 对 一 团 之 nx: Ng, 
eo) 二 Xp(B，bo)， 其 中 boEB，e0Ew1(bo)。 此 时 ， 关 称 为 B 
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上 的 n- 连 通 的 纤维 空间 。 

例如 ， 设 是 旦 的 万 有 复 公 空间 〈 见 定义 了 .6.3) , MXE 
B 上 的 1- 连 通 纤维 实 间 . 

为 了 讨论 路 径 连 通 空 间 上 的 "连通 纤维 空间 的 存在 性 问题 ， 
先 叙 述 下面 两 个 命题 。 

命题 5.1 i B tej T) 宏 间 ，bo€ B. 则 对 任何 
整数 n 之 1， 存 在 一 个 路 径 连 通 的 《T1) 空间 X， 具 有 性 质 ， 

Ci) 8 是 XX 的 闭 子 集 ， 

Gi) x (X, $0)=0 

Gi ASRA i B> X 导出 同 构 

tx: Tr (B, bo)==z, (X, bo), 1=<k<n, 

证 明 记 4 为 rna(B，bo) 的 元 素 组 成 的 集合 ， 赋 予 共 离散 拓 
扑 。 考 虑 笛 卡 儿 积 窄 间 了 = 立信: XA4 及 其 子 空间 SS=S"xX4， 其 
HV EnD (实心 ) 球体 ，% 一 0V 1, 

对 于 任意 aC A, 取 定 4 的 代表 映射 fais", Po) >B, bo). 
命 1:5->B A kit, 0 flS"'x (a)=7/,. 

ië W=TUB, W 可 看 成 了 与 8 的 拓扑 和 空间 ， 地 UCW 是 
F, SERAUNT, UNB 分 别 是 与 8 的 开 集 。 命 XX 是 W 中 
jg <€ S 与 1(x) EB 等 回 所 得 的 商 安 间 ， 亦 称 为 由 上 映射 f:S-B 
把 荆 附加 到 8 上 的 附加 空间 ( 见 [4] 1.87) . WB EX KA 
FE, IEM C). 

X% 是 路 径 连 通 的 ， 因 如 是 路 径 连 通 的 ， 且 对 任 xE (InatY t) 
x (0) 都 可 路 径 连 通 到 S" x (a) 上 ， 

现在 我 们 证 明 关 适合 性 质 GD 与 did., 

FRE Vi E V "1 的 同心 球 ， 且 Vi*'!ClIntV'*1。 因 
ARS HBE aX HATE: mF EXHT, MLA 
有 限 个 a€ rs (B, bo, ER 

FAC x (00) Z, 
从 而 对 任 一 个 映射 9:9 一 X，1 和 [和 nm。 FEB yi, g= 
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g':51>X， 使 得 9'(S') CB. Hing:St--B 可 扩充 至 映射 9 : 
Viti X, 1<k<n, H| g 可 扩充 至 陕 射 g9' VB., TEE 
质 Gii 适合 。 

Hig f:(S", po) > (X, bo) 为 映射 。 由 上述 讨论 不 妨 设 
1(S") SB. FESE A aS [fa] € z (B, b) 的 代表 上 映射。 
易 见 f, 在 XX 上 有 扩充 映射 ， 故 知 f 可 扩充 至 映射 了 ”: "ti X, 
BH Gi) 成立。 

向 余 证 XX 是 T 1 空间 ， 请 读者 补 出 。】 

命题 5.2 设 B 是 路 径 连 道 的 《7T1) Æ B] bo € B. WAHE 
意 整 数 m 宇 1， 存 在 路 径 连 通 的 T) 空间 X*， 具 有 性 质 : 

Ci) 了 是 X* 的 闭 子 集 ; 

Gi) Wk>n, m.,(X*, bo) =0; 

Gi) 包含 映射 i: B->X* 导出 同 构 

ix :Xn (B, bo) Tr (X*, bo), 1=<k=<n, 

证 明 ”根据 命题 5.1， 存 在 一 系列 路 径 连 通 的 《T:) 空间 

B=X,S X, I EX n. Es 
其 中 X pe 是 X ne WATE, 且 

(1) tak [X ntk’ bo) =0, k>1 

(2) B Bh iX per X nter 导出 同 构 

ix Nmn X ndes bo) Tm (Xnet bo) 1<m=<n+K, KSO. 


&X*= U Xnte， 在 X* 上 定义 拓 赴 如 下 :UX* 是 开 集 ， 


当 且 仅 当 对 每 个 K 宇 0，U YX a EX nmr 的 开 集 ,于 是 FSX* 
在 XX* 中 是 闭 集 ， 当 且 仅 当 对 每 个 K 宇 0，F (X nte X nr 的 团 
集 。 故 每 个 X,+x， 特 别 地 BB 二 XX 是 X* 的 闭 集 。 即 性 质 (i) 适 
合 。 

BUXET ZH. 

设 F 是 X* 的 紧 致 子 集 ， 则 存在 K' 宇 0， 使 得 玉生 半 ,41:。 囊 
实 上 ， 如 果 不 然 ， AF hA RAH } 及 整数 叙 列 0<ki <k;<=---, 
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使 得 Xj E X atej X nte AXE T 85, 集合 4;, =(x,| 1 之 
7} ,7 二 1,2,*， EX * 中 的 闭 子 集 ,因而 也 是 中 的 闭 子 集 , 即 为 
紧 致 集 ， 而 此 与 有 限 交 性 质 不 适合 相 巴 盾 ARA A M E 
z, 而 门 =1.2 .A;, =Ø). 由 此 事实 ， 可 见 

G) 设 K 是 有 限 单 纯 复 形 ，f:K->X* Akii WAI >O, 
使 7(K) 三 X 3 

(b, X*# 是 路 径 连 通 的 ， 
从 而 可 验证 命题 要 求 的 性 质 Gi) 与 (iii) 成 立 〈 细 节 从 略 ) 1, 

ti 

定理 5.3 EREM (Ti) 空间 ， 则 对 任 给 的 整数 
n=l, FE EDAR B N o: X-= B, 其 中 居 是 路 径 连 通 空 
BL 

证 明 设 bo€ 号 ， 命 %* 是 适合 命题 5.2 的 路 径 连 通 空间 ， 便 
有 

Ci) Hp (X*, bo)=0, k>n; 

Gi) 包含 映射 i: B — X* 导出 闻 构 


tel (B, bo) =p (X*, bo), 1=<k=<n, 


ñ X=0, ,是 X* 上 以 bo 为 超 点 的 路 低空 间 ( 见 定义 NW .8.1)， 
p: 这 ->X* 为 自然 投射 则 7 是 纤维 映射 (定理 了 .8.2)， 命 
X=p-1(B); op [|X:X->B。 则 。 亦 是 纤 继 映射 。 册 于 B 
X* 5 X 是 路 径 连 通 空 间 ， 且 iv:mi (B，bo) Ti (X*, bo), 
利用 CHP， 知 XX 是 路 答 连 通 的 。 

取 e0E€w1(bo)， 分 证 Xk (X, eo)=0, I<k<n, 

事实 上 , 据 (X*, 日 ) 的 正 合同 伦 氢 列 , 当 1<k<n, Tey (X*, 
B，bo) 二 0。 于是， 因 

Pas Za (X*, B; bo) p41 (X, X; eo) 
见 定理 术 3.1), 4 


Tgi (X, X; 60)=0, 1<k=<n. 
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因 关 可 缩 成 一 点 ， 再 由 (X, X) BJ IE & 1321], 有 
mK(X, eo)=0, 1<k=<n, 
最 后 ， 指出 wx :Xx (X， Co) A ( B, bo), k>n. 事实 上 ， 
TFI (X*, bo) >J (X*, B; bo) 
f pa = p 
or Appi (X, EDT (X, X; bo) 


* 


9 
RE Tel B, bo) -Te (X*, bo) > 


f° fps 
* ~ 


) 
( 搂 下 行 ) AX, Co) >Tk (X, e0) 
BS k>n 


zx (X *, bo) =0=z, (X, Co)， 


ðs: Apy (X*, B, bo) Ti (B, bo), 

Ox 1 aa (X, X; Vo) Nk (X, eo), 
于 是 

Wy : TU (X, eo)==zk (B, bo), K>n, ] 


推论 5.4 iz B R (n-1)-W382]B], n22, o: X— D Enë 
通 纤维 映射 ， 对 2oE 了 D，esoEF=o l(bo), W 
Anı (F, eo)==7, (B, bo), 
mg (F, eo) =0, k£n-1. 
证 明 因 B 是 单 连通 的 ， 根 据 CHP， 知 是 路 径 连通 空间 。 
考虑 (X, F) JBE] 
nx (B, bo) 
o. Z" =o, 


“>A (F, eo) >k (X, e0) >Tk (X, FP; e0)>npg1 (F ,eo) >" 
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及 假设 ， 有 
0， 当 1<k<wn-1, 
m£ (F, 60) 一 fe, bos 当 K=n-1, 
0, 当 k>>n-1, 1 


顺便 ， 我 们 在 此 给 出 Cr, n)-FE 22 间 的 定义 ， 共 中 整数 
mn 关 1， 艺 是 一 个 群 ， 且 当 ?>1 B, x 是 交换 群 。 

定义 5.2 设 Y 是 路 径 连 通 空间 。Y 称 为 是 (z, n-fè 型 的 
空间 ， 如 果 rr (Y)=0, Kan, Kair Er, 


例 5.1 推论 5.4 中 的 纤维 FF 是 (a, (B), n-1)-120092 
H 

例 5.2 31 是 (J，1T)- 耸 型 空间 ， 

例 5.5 考虑 CK) 射影 空间 氢 列 

PISEP2EP3sc… (“CC” 表示 自然 实现 )。 

命 P" 二 [jxe!l,2,…P*。 在 P” 上 定义 拓扑 为 ， USP” 
是 开 集 ， 当 且 仅 当 对 每 一 个 K 宇 1，U 站 P* 是 P!' 的 开 集 。 于 
是 ， 容 易 验 证 

TI (P%)==J;, mK(P°s)=0 (K>1), 

即 王 "是 (12,1)- 伦 型 的 空间 。 

例 5.4 BEE AR ERR HEZ A 

CcC cz CCOOk T 

其 中 Cx 的 复 维 数 是 上 ， 它 是 Crsl 中 最 后 一 个 坐标 为 (复数 ) 
0 的 点 所 成 的 子 空间 。 命 w 

52++1={2= (31 ,S22 ,Zk41) E Cran > ll := 下 
及 M2 是 复 维 数 为 于 的 复 射影 空间 。 

ipg: StM? :为 自然 投射 ， 容 易 验证 px 是 从 映射 ( 见 
例 了 .2.4) ， 其 纤维 同 胚 于 Si, 

根据 纤维 映射 的 正 合 同 伦 叙 列 ， 有 
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mí (M25)—0, n (M? == J, 
m (M2by=0, 2<j=<2k, 
按 自然 方式 ， 将 M 实现 在 M? 0 +1 中 作为 雪子 宏 间 ,此 
h BARAM CM? Oto AEE 
zm. (M?*+) œm (MD 。 
命 M* 二 [jkeil P. M2t E M” 上 定义 拓扑 为 ; U = M° E. 
Fi, "4 R. 4xFR— 4 k>, UNM EM rh JE JEE, 


于 是 
m (M°)= 0, 
Ta (M°) =J, 
Tm /(M>)= 0, 1 >2, 


kM E (J ,2)-16 126 B], 
附 记 因 M?* 有 自然 胞 腔 剂 分 
Mi?t—M?(t-1) U et=M?2(t-2) YeD Uezi=... 
=e | Je? etU. Ue, 
可 见 
J, j=0,2,4,,2Kk, 
0 ， 其 余 的 1。 


且 设 2 是 112CM?*) 的 生成 元 , 则 %VaV…Vatl<i<h) 
i 个 


mony 


H?! (M21) 的 华 成 元 。 


命题 5.5 EFJ, D-AIA E a E a. MEA 
p:M”—>F, ERI j > 0, 
#*:Hi(Fy=Hi(M°), 
证 明 B M2—=S2 (W.N. $S 4) ， 有 了 映射 g: M2-—F, 使 得 
gx :Ta (M2) =m; (F). 
由 于 9 的 特征 类 x2 (g) € H2(M2, n,(F)) ( 见 定义 焉 .5.3)， 
可 扩充 到 H2 (Mt, m (F) 中 ， 知 就 某 一 个 适当 剂 分 而 言 ，9 可 扩 
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KE ML 的 三 维 骨 架 上 ( 见 推论 正 .5.7) AAH J 2>22,z | (F)=0, 
iII Jë EA OMF, 使: (M=)==m (F), 再 由 
Hurewicz 定 理 ， 容 易 推断 命题 成 立 ,】 
推论 5.6 设 F 是 ,2)- 伦 型 空间 。 则 
J, 当 上 为 偶数 ，7 之 0， 
0， 其 余 的 ) 。 


且 如 有 是 已 2(P) 的 生成 元 ， 则 PV BN VB 是 H2?(F) 的 生成 
个 
p 


下 一 


元 .】 


$6 同 纬 像 定 理 的 证 明 及 球 的 部 份 同 伦 群 计算 


作为 本 书 的 结束 ， 本 节 证 明 Freudenthal 同 纬 像 定 理 ， 并 用 
来 计算 球 S” 的 部 分 同 伦 群 。 更 多 的 情形 由 于 需 专 门 的 预备 知识 ， 
不 能 详细 介绍 其 证 明 过 程 ， 只 列 出 一 些 结果 供 读者 参考 。 

定义 6.1 设 Y 是 有 限 单纯 复 形 , 有 称 为 了 的 同 纬 像 空间 ， 如 
果 刀 是 了 xX《<0,1> 将 子 空间 YX (0) -5 Y x (1) 分 别 等 同 成 点 bo 与 D1 
后 所 成 的 商 空 间 。 显然 了 是 有 限 多 面体 ， 因 而 亦 称 同 纬 像 复 形 。 
《复习 题 ， 验 证 昌 与 Y 按 练习 工 .,10 方 式 得 出 的 宏 间 有 相同 的 伦 
型 。) 

引 理 6.1 设 Y 了 是 (m 一 1)- 连 通 的 ,2。 则 8B 是 mw- 连 通 的 。 

证 明 首先 指出 的 8 是 单 连通 。 显然 是 两 个 锥 形 Ci 与 Ca 
的 和 , 即 B 二 C1U C2,Ci1 由 Cs 二 YY。 对 任意 ?Ezx1(B,b) (bEY)， 
DIES [f1][f2j…]fp]， 共 中 每 一 个 fi 是 Ci 或 Cs 中 的 迎 路 。 
H m í (C i) =0=z; (C2), 4 č=0. 

其 次， 取 定 Y 上 的 一 个 锥 形 C， 作 为 集合 C 二 YUY x 0,1) 
Ub'， 有 了 映射 p:(C,Y) 一 (B,bo)， 使 得 9 将 C 一 Y 一 一 地 映射 至 
8 一 (bo) 上 。 根据 同调 群 的 截 去 性 质 ( 见 [1 定理 VY .3.4 或 见 工 ， 
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$8) , # 
g:H (C,Y)=H,(B,bo), 
因 Y 是 (m 一 1)- 连 通 的 ， 且 对 一 切 p， 有 Hp (C0) =-0。 由 同调 的 
列 正 合 性 , 知 当 17 志 m, H, (C,Y) 二 0, 故 
H,(B)=H,(B,b)= 0 (1=<p=m. 

H Hurewicz 定理 ， B Esm—- i£: 83. 1 

现在 ， 再 设 关 二 06。，F 二 As。 分别 是 8B 上 的 以 bo 为 起 点 的 
路 径 空间 及 过 路 空间 ( 见 定义 下 .8.1) 。 妈 设 o: X-B 为 映射 ， 
使 得 对 任意 JE X, ES: (1 (0)) 一 (B,bo) 为 映射 ,有 4(f) 二 f (1)， 
由 定理 人 .8.2，w 是 纤维 映射 ， 且 在 5o 处 的 纤维 即 眉 ，X 可 缩 成 
一 点 es ( 即 bo 处 常 值 映射 ) 。 于 是 根据 引 理 6.1 及 推论 3:3， 下 是 
(m—1)- EHH. . 

引 理 6.2 设 C,Y ,XX,B, 了 ,vw 如 上 所 述 ， 则 存在 上 映射 7: (C, 
Y)—>(X,F), 使 得 

Ci) 9 二 07, 其 中 映射 8: (C,Y) -> (8,b0) 见 引 理 6.1 的 证 明 ， 

Gi) 342=<p=<2m, 

ns:Hp(C,Y)=Hp(X,F), nx:Hp_i(Y) Hp (F); 

Gii) ny: Xp(Y)>Xp(F)， 当 1<p2m 一 1 是 在 上 同 态 ， 当 
1<p<2m— 2 是 同 构 ， 

证 明 因 C 是 可 缩 的 ，9:C>B 同 伦 于 常 值 映射 (C) =e 
EB, K BERBEK CREE, EAX EX, 使 0 (x') 二 ce'。 
记 7':C>X， 使 7'(C) 二 x'。 根 据 纤维 映射 对 锥 复 形 C 具有 
CHP, Wj|n'—=n:C- X, fE 01 二 p。 因 9 (Y) 二 bo, 知 ?(Y) EPE。 所 
以 (i ) 成 立 。 

当 2<Pp<2m， 在 图 表 


0 
H,_, (yy—H, (C,Y)— H, (B,bo) 
. Z 
|n 0, Jn Z, 
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中 交换 成 立 。 合 推论 3.3， 知 us 是 同 构 ; 故 得 
n: Ho(C,Y) Hy (X, F) 

而 C 与 六 是 可 缩 的 ， 从 而 也 有 n IH, (Y= H; P. ik Gb 
Ri 

记 Mi5 为 7:Y-z 了 的 映射 柱 形 《定义 见 王 的 $6)。 由 (i 外) 易 见 ， 
3 1<p<2m—1, H;,(M,,Y)=0, W m>2, Y, FEM ,都 是 单 
连通 的 ， 故 根据 相对 再 urewicz 定 理 (I5.2)， 有 rp(MY) 一 0， 
1<<7 专 2m 一 1。 于 是 根据 同 伦 人 儿 列 的 正 合 性 便 知 (i 让 i) 成立.】 

现在 ， 我 们 来 证 明 此 定理 了.9.2 更 具 一 般 形式 的 “粗略 ” 同 
HEEE, 

定理 6.3 RYE (m 一 1)- 连 通 的 有 限 单 纯 复 形 ，m 宇 2，B 
是 了 的 同 纬 像 复 形 。 则 同 纬 像 同 态 〈( 见 定义 了 卫 .9.1D)E:xp(Y)~> 
Tp (B), 3#W1<p<2m—14E EB, 341<p<2m—2 是 同 构 。 

证 明 命 4:X 一 B,，1:(C,Y) 一 (X,F) 如 上 述 ， ZERA 


换 性 的 图 表 


Tp} (X, F) 9, >T (F) 


fns fas 


Ox 


Np4+1 (C, Y) — p (Y) 


因 基 与 C 是 可 缩 的 ， 边 沿 同 态 0; 是 同 构 (p 之 1)。 
记 
E’=oOr0%' Ny = 0p :Ap Y) Arp CB) 


则 由 引 理 6.2 性 质 (iii) 及 纤维 映射 0:X>B 导出 同 构 o, 127014 (X, 
F) =p (B), m4 1pm -1, E' JELA 31<p< 
2m—2, E' 是 同 构 。 

然而 由 9 二 w7 及 交换 图 琢 
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m Y) yma (B) 
HAN Pa 
tpi (C ,Y) 
8 E=E'.] 
推论 6 ,4 设 己 :ra(97") 一 Tn+l(S"1) ,m 之 2 是 同 纬 像 同 态 ， 
则 
(i) 当 1<<n<2m 一 2，E 是 同 构 ， 
Gi) 4 n=2m—1, EjJE#E E| 28, 
此 即 定理 工 .9.2.】 
关于 球 S” 的 同 伦 群 的 计算 问题 ， 我 们 举 一 些 已 知 的 结 果 如 


z (S1)=0, (之 2)。 


zm, (S"n)==J, 
ma Í Í (Sn)=0 (r<0), 
特别 地 ， 由 Hopf 纤维 化 ， 还 有 
Xa (S2) =], 
m (S4) =] Dre (S8), 
现在 ， 对 固定 的 正 整数 * ， 当 n2>r+1BF, RIERS. 4 
Appr (S) =T apr (Snfl), 
因 之 ， 只 须 计算 rasr+4a(S7 2) ， 可 得 到 对 一 切 4>2 的 同 伦 群 
Tatr lS”). 
1° + 一 1 的 情形 Ta (S2) 二 J]。 一 般 地 有 
命题 6.5 Hn>3, Tayi (S2. 
证 明 由 推论 6.4， 当 nn 之 3，Xnt1 (Sn)==r 4 2 (St), R 
须 计 算 r (53), 
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命 o:X-~>83 是 3- 连 通 的 纤维 映射， 根据 推论 5.4， 则 
F=o_1 (bo), b, C€ S3 Z. (J, 2) - 伦 型 宏 间 。 
考虑 o:X 一 53 的 王 宪 钟 《上调 ) 叙 列 


He-3(F) He (X) >H" (F) > 
H?-2 (下 ) -> 万 ?+1 (X) > e, 

由 于 H2(X)=0=H3(X) (X 是 3- 连 通 空间 )， 可 见 

p:H2(F) Ho (P), 
itec H? (F) 8 ED83EH* MARMER, A= e) EHF), 
利用 推论 5.6， 知 
了 ， 当 7 宇 0 是 偶数 ， 
0， 其 余 的 7 ， 
H. 0Pp=BV BV = Mi 是 H2. FWE. 


S 
pi 


Hi P~ 


由 于 
p (BP) =p (BV BP—1) 
=p (B) VBP! + (—1)4*206 Vp (B71) 
〈 见 定理 4.2')， 可 用 归纳 法 证 明 
p (BP) 一 pp2-L， 
取 4 二 2p (np 之 2)， 上 述 王 叙 列 改 号 为 
0->Fa2p(0X)->Hap (P)-2 SH2n-2 (F) ->H2rtl(X) >0. 


因 H2?(F) =e Jee Hz 0 (FP), BP 与 8?-! 分 别 是 它们 的 生成 元 
及 p(B?) 二 pb?-1， 可 湿 p:H2?(F)->H2(?-1) (F) 是 单 同 态 ， 故 
H2P (X) =0, 
H2Pt1 (X) =]Jp (P2). 
根据 整 系数 上 、 下 同调 群 的 对 偶 关 系 〈 见 [定理 下 .2.4)， 
X 的 〈 整 系数 ) 下 同调 群 从 0 维 起 硕 文 同 构 于 
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J,0,0,0,J;,0,Js,0,J4, 
根据 Hurewicz 定理 有 
T4(93) =n, (X) =a.) 
以 下 我 们 只 氢 述 计算 的 结果 ， 
2° 一 2 的 情形 
m (92) 一 T4 (S3) =J;, 
一 般 地 ， 当 ?之 3 
Aaga (S]a. 
5” "一 3 的 情形 
Tg (S2) ==zs (S3) ~:12， 
ma (S3)=J (2, Z+(S4) Oz, 
一 般 地 ， 当 n 宇 5 
Jr +a (S) ~J24. 
4° 三 4 的 情形 
Zm (S2)==Ji2, T, (S3) 一 12， 
Xe(S4) Ag (81) Or (S3) ==Jx@J;, 
Tg (S5)==J;., 
一 般 地 ， 当 7n 宕 6 
Tata (5) 一 0， 

应 访 指 出 ， 据 H， Toda1962 年 所 著 “Composition methods in 
hvmotopy groups of spheres” 一 书 的 记载 ， 对 于 n+r (S E TR 
算 了 + 三 19 的 所 有 情形 。 自 然 ， 要 利用 到 更 进一步 的 同 伦 运算 等 
知识 ， 在 此 不 一 一 列 出 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 读书 。 

最 后 ， 关 于 球 的 同 伦 群 计算 ， 我 们 指出 下 面 一 般 的 事实 作为 
HR: "q4m2>n, n 是 奇数 时 ，7tm (5") 是 有 限 群 ， 当 7 是 偶数 
BF, #nm2>>n, m+z2n—1, m, (S") IREA I B; 如 mm 二 2n 一 1， 
ma (S) 是 丁 与 一 有 限 群 的 直 和 。 这 些 结果 可 在 [4 对 中 找到 它们 
ENEH, PAH, 
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练 J VI 
1. ioiX—>B 是 纤维 映射 ，bo EB，F 二 wm1(bo)，G 是 交 
换 群 。 又 设 4 OO =E nAn (X) 二 LjpA?(X) 是 $2 中 定义 的 以 G 
为 系数 群 的 单 梯 升 标 9- 群 。 记 
At—Hom(A,(X),G), 
4 一 忆 47， 
A*?={f€ A* |f (AP-1(X)) =0), 
A =A NAs, 
证 明 4* 是 单 梯 降 标 6- 群 〈 见 练习 V .4. 的 定义 )， 其 中 5 是 9 的 对 
偶 同 态 〈 定 义 见 [IT. 32)。 且 
( i) 对 任意 p，A*? 二 A?” 
Gi HER Nn, CASTAS; 
Gijan FEAF , JE0, Wosw sL Jtrh 8 B: 
wf) = sup {P}. 


fea" 
2. BRER, £p A* K £ JE & 8 
@(A*)=<D* Er,1* ,J* k*> 

及 其 导 来 惕 (运用 练习 7 .4.)， 证 明 

(i) E},a~sHom (Cp(B),H’ (F ,G)); 

Gi) Esas H?P(B Hs (F ,G)), 

3. 证 明定 理 4.2 。 

4. 叙述 并 证 明 上 调 Gysin 叙 列 。 

5. 设 v:X>B 是 纤维 映射 ，bo€ DB 工 =o (bo) LES t 
Hi: 

(i) B 及 E 是 路 径 连 道 的 ，71(B,bo) 在 里; (上 的 作用 是 
平凡 的 (一切 7 了 7) 5 . 

Gi) 340<j<p, H; (B) 一 0; 

Gi) 当 0<7T<I， (fF) 三 0， 
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则 存在 正 合 叙 列 


1* i @ 
H pagi (F) -一 … 一 > 万 ) (有 一 ”> 厅 ) (X) —>H, (B) 
WwW 
—H,_, (E) —> ...—, H, (B) —H, (F) 


SH, (X), H, (B) —>0, 
其 中 i, 是 包含 觅 射 PE 导出 的 同 态 ，ow* 是 纤维 英 射 o 导出 的 同 
Zk, . `. 
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本 附录 的 主要 日 的 是 给 出 下 面 定理 ( 即 定理 研 .1.7〉 的 证 明 ; 
定理 设 K 是 有 限 (单纯 ) 复 形 ， 则 
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定义 1,1 设 K 是 有限 (单纯) 复 形 ，K 中 任意 排 定 一 个 次 
序 的 《4 十 1) 个 顶点 Vo<V1 之 之 Vg，4 宇 0， 称 为 复 形 上 的 4 维 
AERAR, mro, Vi, e, va 在 太 的 某 一 个 (几何 ) 单 形 上 , 记 
为 0 二 Cvov1…ve>。 注意 ， 这 里 V0,V1,"… ,Vg € K 是 可 以 有 相同 
的 ， 此 时 称 0“ 是 退化 的 ， 否 则 是 非 退 化 的 。K 中 全 体 q 维 有 序 单 
形 自由 生成 的 群 ， 称 为 的 4 维 有 序 链 群 ， 记 为 Co(Ko, 站 ， 自 
然 ， 当 4 之 0， 规定 Cao(Ko, 有 由 二 0。 

定义 1.2 对 

0G9? 一 《100 Va >E Ca (Ko,J), q>0, 
命 


q 
ða (09) = S (— I) i D Va >E Cai (Ko,J), 
再 作 线 性 扩充 ， 得 到 同 态 
9q:C4 (Ko, J) 一 > Co (Ko, J), q> 0, 

RALA ER. H q<0, HEB ERES 904 二 0。 醒 接 计算 ， 有 
Gg0g+1 二 0。 于 是 {Ca (Ko, N) aE GEW 链 复 形 OLI. § 5)， 
称 为 K KAFEA, ACK J). HEH 

Za(Ko, J) =ker 9g Ca (Ko, J), 
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By(Ko,N)=Im 00r1 CZae(Ko,J), 
分 别称 为 天 的 有 序 闭 链 群 ， 有 序 边 沿 链 群 。 而 
Ha (Ko, J) =Za (Ko, J)/Ba (Ko, J) 


称 为 天 的 有 序 同调 群 。 
以 后 ， 在 不 致 引起 混淆 时 ， 辣 态 94 的 下 标 q 略 去 。 


o 例 1.1 设 Ñ = K 是 以 K 为 底 ，v 为 顶 的 锥 形 @ 。 对 
K É) q 维 有 序 单 形 
o? =<Vo ViVa C Co RoD, 
ju pot =< Poi anaE Cani Êa, D, 同样 的 方式 ， 对 
eq € Ca RoD), 定义 0 ca€ Cari (Ko, 刀 。 容 易 验 证 ， 当 
4>0， 对 于 oo € Ca (Ro, J), 有 
ID ea) = = Cg 一 v (O00), 
进而 ， 如 果 ooc Za RoD), 有 
cg=0 Cca) € Ba(KRo, D. 
故 
Hao, D =0, 2>0. 


特别 地 ， 设 s 表示 单 形 s 的 闭 包 复 形 (定义 见 [1187 页 )， 
则 He (so ,J) =0, 4>0, 


现在 ， 我 们 考虑 H Ko, J 与 五 g (天 ,万 的 关系 。 首 先 ， 定 义 
链 上 映射 9:C (K. Jy—> C(K,JyWm F: ix 
OTV Uq>yC Cç (Ko,J), 
(i) 如 果 0* 是 退化 的， 命 
p(0°)=0, 
Gi) 如 果 0 是 非 退 化 的 ， 命 
e(Gq)—=uo VE Co (K,J), 


© 意义 见 [13113 页 。 
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再 作 线 性 扩充 ， 得 到 同 态 
g:C (K ,,J)—> Ca K, J). 
且 609 二 90。( 注 意 ， 等 式 两 端的 9 是 不 同 链 复 形 中 的 边沿 运算 。) 
事实 上 ， 设 OTU VDE Ca(Ko,J), 
Ci) 如果 0 EBk, MA k<, =v, M 
Je (07) 一 0， 


及 


q A 
p0 (o) 一 > (— i) ip (to Vi Ug) 
A A 
= (—1) Esas U g'g + (一 了 Lygren, etg SS 0, 


Gi) 如 果 5 ”是 非 退 化 的 ， 则 


Ki A 
Bp LOTI =I Wat se bq) = > ( -1) vo vs “Vg 


£ = 0 


ki A 
= (1) i pvo Vi eva = (00), 
因此 9? 是 链 喘 射 ， 它 导出 同调 群 间 的 同 态 
gx:Ha(Ko,D)—>Ho(K,)), 4 之 0。 
命题 1.1 链 上 映射 :Co (Ko 站 一 > C (K,J) 是 链 等 价 ， 故 


Px Ha Ko, D ==Hq(K,J), 420. 
证 明 对 五 的 全 体 顶 点 指定 一 个 顺序 w。 定 义 链 映射 
g:C(K,J)— C (Ko,J) 


如 下 ， 设 有 向 单 形 c C C (K,]J), 4 
09 一 土 2001…29， 
其 中 volue <q ( 按 顺 序 o). f 
Y (Oa) =E Vor VE Cq (Ko ,J), 
再 作 线性 扩充 ， 得 到 同 态 
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y:Ca(K,N)—> Co(Ko,). 
易 见 ，y 二 V6。 即 是 链 上 映射 。 


明显 地 ， 有 

9 一 1( 恒 同 ) C O (K, ——> CK, J, q>0. 
下 面 证 明 

090221 ( 恒 同 ) :Cao(Ko, 站 一 > CalKo, J), 420. 
我 们 用 归纳 法 定义 同 态 


D:C (Ko, J) — Capi (Ko, J), q=0, 


(i) 对 coE Ca (Ko,J),0D(e,) =Y (eq) —eq— Dâ (eq); 
Gi) 对 天 的 有 序 单 形 c"， 有 Do "在 lc9| E ( 即 Do* 是 0 
的 闭 包 复 形 上 的 (q+1) 维 有 序 链 ) 。 

当 49 二 0， 命 D 二 0,( i) 与 (i) 自然 成 立 , 假定 当 <n, DER 
适合 (i) 与 i) 的 定义 。 对 有 序 单 形 0* 二 <vov1 u >€ Cn(Ko, 了 用)， 
命 

e =p (0")— on— D(0on E€ C. (Ko,)). 
易 见 cn Æ lo” E, H. 
ðe =0pe (on) — 00"— OD(00") 
= pp (A0) — ðo” — [po (0cny —ðo"— D (dor)] 
=0. 
知 cu 是 lz"| 上 的 有 序 闭 链 ， 根 据 例 1.1， 亦 是 有 序 边沿 链 。 即 在 
lc 中 上 存在 oas1E Capi (Ko, J), ERIC np =n. 
双 命 
D(on) 二 cn+ls 
再 作 线性 扩充 ， 得 到 同 态 D， 且 明显 地 适合 ( )-5 (ii), 
又 完成 。 


因此 
yp 之 1 QER) :Co (Ko, J) —>Ca(Ko, J), `q20, 
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px: Ha(Ko.,) ~=Ha(K,)), q>0, 1 


82 广义 链 的 重心 重 分 


以 下 总 设 天 为 有 限 (单纯 ) AW, X=]K]. 
为 了 上 比较 链 复 形 C(S(X)) 与 C(K, 门 ， 根 据 命 题 1.1， 只 须 
#Jë C(S(X)) 与 C(Ko,J) 的 关系 。 
设 4? 三 <e0e!…69> 是 4 维 有 序 (自然 ) JE, q2>0, RE 
定义 链 映射 
aqa:C(K.,,J)—> C(S(X)), 
FRE, HK EAFA JEO? =W tE Co (Ko,J) , t Op 
一 ) 线性 映射 
LA 一 > lo "| c X, 
(E Lei) =i, 0<iíi=q, ñr 
a(of)= (l, A?) E Ca(S(x))., 
再 作 线性 扩充 ， 得 到 同 态 
a:C (Ko, J)—>C;(S(X)), 2>0, 
易 见 ôôa=að, EI a 是 链 映射 。 
间 题 ，4 是 否 是 链 等 价 ? 
我 们 将 在 84 中 肯定 地 回答 这 一 个 问题 ， 本 节 和 下 一 斩 作 予 
#. 
设 T= 二 (&,49) 是 4"7 上 的 广义 单 形 , 即 #:4? 一 > 4 为 映射 ， 
ATEUL Vgs T 称 为 线性 的 ， 如 果 
q q q 
£(S tr) = Dit i), S=, 0=t,<1, 


显然 ， 此 时 了 的 面 GO 亦 是 线性 的 。 于 是 4” 中 线性 广义 单 形 的 
一体 生成 C (S(4m) ) 的 子 复 形 ， 记 为 C(S' 4")) 。 : 
由 于 线性 广义 单 形 完全 由 4? 的 项 点 导 的 像 所 决定 ， 设 xo,xl， 
exa € An, ñW (Xos X,t, Xg) RPA 上 LR) — 4 S Ey” 3 68 É 
T,=(¢,,4"), 
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其 中 £. (01) =X, ESEA 特别 地 ， 记 
T = (1,A"), 
(1 An— An 为 恒 同 映射 是 A” ERS n 维 线性 广义 单 形 。 


、 1 ` 
g r=) ap EIE Us, 于 是 对 4 之 0， 由 


JN (Xo,,Xq) = (Dn, Xo, “t, Xa) 
定义 一 个 同 态 
nCa(S 047)) 一 > Car (S'(An)), 
且 若 cegECo(s' (An)), € 
91(co) 一 Ca 一 10 (cq), 
事实 上 ， 只 须 注意 到 
ON (XLo, Xi, "e, Xq) =0(bn, Xost, Xq) 
= (Xo, %1, *e, Xq) 
q A 
一 Do ,Xi Xo) 


= (Xo, X1, Xq) — nð (Xo, %1, °°, Xa), 


现在 ， 对 拓扑 空间 X， 用 归纳 法 定义 同 态 
Sd:Ca(S(X))—>Ca(S (X)), 
D :Cg(S(X))—> Car (S (X)), q> 0, 
使 对 于 cg€ CaS X), EE 

(i) 0Sd(ea) =Sd0 (eq); 

Gi) ðD (eg) =Sd(eq) —ea— DÂ (eq), 

其 中 链 映射 Sd 称 为 广义 链 的 重 分 链 映 射 ， 而 间 态 DRA 

Sd 之 1 ( 恒 同 ) :Cg (S(X%)) 一 > Caq(S(X))， q>0. 

当 4 一 0， 命 S4 二 1 (EED, D=0, (i)1j Gi) 自然 成 立 。 
假定 当 4 过 n， 对 一 切 头 ，Sd 及 D 已 有 适合 (i ) 5 Gi 的 定义 ， 
我 们 对 线性 广义 单 形 T, 定义 

Sd(T a) =n[Sd(0T,)] € C, (S' (4")), 
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DTD =n[SdT aTa DOT n) IE Cry (S! (A). 

mX EH nH LEE T= E, A, fr 

Sd (T) =E (Sd (T a)) E Cn(S(X)), 

DT) =g (DT a) € Crp: (S(X)), 
Hp: Ca (SA”))CCa(S(4")) 一 >Ca(S(X)) 是 映射 导出 的 
链 映射 〈 见 命题 了 .1.2) ， 

再 作 线性 扩充 ， 得 到 同 态 Sd 与 D. J| C i ) 是 成 立 的 。 事 实 

上 ， 对 T=(Z,4n) E€ C (SO), Æ 


oSd(T)=0[¢ (S54(T,))] = 0[7n(SdoT,)] 
=ë [Sd oT,—n0(Sd oT,)) 
=ëSd OT a) =S40(7). 


Gi) 是 成 立 的 。 溃 实 上 ,对 T 二 (6,4")E Cs(S(X)), 有 
ƏD (T) =ð [En (SdT, — T — DoT,)] 
=E (SdT,— Tan— DIT p) — EN 0 (SdT ,— T ,— DOT p) 
一 8SdT ,— ET — EDOT EndSdT, HËNT p 
+EnSd ƏT ,— ENOT a — ENDT p 
一 SdT 一 T 一 DoT， 


命题 2.1 i 
Sd =1 CGEM), Sd =Sd(Sd O), r>1, 


则 对 e € Ca (SX), A 
Gii) 0ƏSdt"2(e4)= Sd" 0 (ca); 


r-i 
(iv) 0 > DSd i’ (co) 
i=0 
r-l 
一 8d (cg) 一 Cg 一 > DS4° i: 0 (co), 


i= 0 


证 明 M Ci) 明显 地 得 到 Gii., 
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当 r 二 1 时 ， Giv) MM% Ci) 。 由 归纳 法 假定 ， 对 于 "<? 时 
Gv) 成 立 ， 则 
n-1 
9 5 DSa? (04) 


=0 > DSd “i? (ee) 士 0DS4 1 (cq) 


i 二 0 


n-32 
=d D (eq)— ta — X DSL’ ea 
i=0 


+ Sd(Sd m1 cg) — Sd 7D? (eq) 


— DaSd 1? (eq) 
-1 
=Sd4“ (og) eg — Y DSI?! (Oca). ] 


i= 


33 复 盖 定理 


定义 3.1 设 X 是 拓扑 空间 ， 三 是 一 个 指标 集 ， 民 ={4.14， 
CX, aE T) 是 X ATR LAET =E, A RAES 
F M22069, mE ENET, ENCA. 
显然 ， 如 T 与 F 相 容 ，T 的 面 了 中 亦 与 了 相 容 。 
记 Sr(X) 二 {TES(X)IT 与 F 相 容 }， 它 是 SCX) 的 子 复 
形 。 Sr (X) 上 的 9 维 广 义 链 群 记 为 Co (Sr (X)) ， 自 然 C (Sr (X)) 
是 C(S(X)) 的 子 链 复 形 ， 且 按 82 的 Sd 与 D 的 定义 ， 有 
SdCa (Sp (X)) CCl rX), 
DO, (SE (X)) CCç,( (Se (X)), 
命 ， 
r:C (Se(X))—> Cao(S(X)), q>0, 
是 包含 映射 Sr (X) S (X) 时 出 的 链 上 映射 。 
命题 3.1 F 是 拓扑 宏 间 XX 的 一 个 子 集 族 ， 使 头 的 每 一 点 
都 是 中 某 子 集 的 内 点 。 则 
tw#:Ha(SF(X))~Ho(S(X)), 420. 
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我 们 先 证 一 个 引 理 。 

引 理 3.2 ”假设 同 命题 3.1， 则 对 XX 的 任何 广义 音 形 = (£, 
A9), FER r>, (E Sd (T)C€ C. (Ss(X)). 

证 明 因为 {IntA。| a€ T) 是 区 的 开 复 盖 ， 知 (Ë 1 IntA,)| G 
€ T) £ A? 的 开 复 盖 。 根 据 [ 1 ] 定 理 I.5.2， 存 在 Lebesgue $r 
6>>0， 使 得 4? 的 每 个 直径 小 于 5 的 子 集 都 含 于 某 个 集 £ l (IntA,) 
Hh, FECE, 下 的 像 包 含 在 其 个 4。 中 ,再 根据 [ 1] 命题 .3.6， 
FERR r>, E Sd AS (A? 的 7 次 重 分 复 形 ) 的 单 形 的 直径 
都 小 于 5。 

HELDU, Sd OT) 二 ES4U (T) S, (X) EK a 维 链 ， 
页 

Sd (T) € Ca (SFO), 1 

现在 证 朋 命 题 3.1。 

对 关 的 每 一 广义 单 形 二 (&,A4Y)， 有 适合 引 理 3.2 的 最 小 整 
ArT) >00. HR, W Tu S T Bl, MJ r (Ti) <r(T), 

H 

— r(T)-1 
DT)= > DS (T) 
定义 了 同 态 | 
D: Ca (S (X) — C. (SO), q>0. 
于 是 由 命题 2.1 (iv) ， 有 


r (T)—-1 
3D (T)=Sd (T) 一 个 一 > DSPOT) 
7 一 0 
r(T)-1 4 
=S (T) -T- S D (DSTO), 
j=0 i=ù 


而 根据 定义 ， 
4) 一 1 
Dad = s > (=1)  DS4AONTOD, 


i 三 0 
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故 按 
tT)=T40D(T)+ D (T) 


=&Sd'(T (T) 


q r(T)-1 
—> Ü (~ DIDS4UOXTO) € Ca (SF(X)) 
` i=0 ;=rG(r(ib 
定义 链 映 射 
TCo(S(X))—>Ca(Se(X)) s 9 之 0。 


Tr 一 1 H) : Ca (Sp (X))— Ca (Sp(X)), 
tt 之 1 ( 恒 同 ) :Co (S(X)) — Ca (S (X), 
因此 是 链 等 价 。]】 


$4 同 构 定 理 的 证 明 


为 了 说 明 S 2 中 链 映 射 " 是 链 等 价 ， 即 证 明 单 纯 同 调 与 广义 同 
调 的 同 构 定理 ， 我 们 还 须 作 一 点 准备 。 

设 K 是 有 限 (单纯 ) 复 形 ，' 二 Sd4K，o E€ 六 。 对 于 顶点 ?E 
Sdo, ju Stev A u fE K' 中 的 开 星 形 , 即 SdK 中 以 5 为 项 点 的 
全 体 开 单 形 的 并 集 。 命 

A= U Ster. 


veSddo 


易 见 了 二 {Ao 0E K} $ X= IK| 的 开 复苏 ， 适 合 命题 3.1 的 条 
件 。 


引 理 4.1 对 每 一 个 0€ 玉 ，As 是 可 缩 的 。 
证 明 因 ccC4。 是 可 缩 的 ， 只 须 指 出 c 是 Aç 的 强 形变 收缩 
E. 〈 见 [1]I.S810) 
É x€ Ag， 以 x(v) 表示 x 在 下 中 对 顶点 2 的 重心 坐标 。 假 定 
S” 是 KK 中 包含 x 的 最 低 维 单 形 ， 记 5 的 顶点 Yo, ,vg， 并 不 妨 
设 
X(V0) Z= x(Uq), 
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合 S 是 下 中 由 02024 张 成 的 单 形 ， 知 94 是 Siti 的 面 ， 经 直接 
计算 ， 不 难看 出 在 天 "上 有 

x=xobs ,+ "+ xabs,, 
其 中 bs ,是 5S 的 重心 OSIK) ， 
x= (i1) [x 0) —xX(Uiq1)]5 0<:<9， 
Xq= (qFi)xX(UQ), 
B xE As MAE GRK) WERK, bs. € Sdo, xx>0, 于 是 


k 


Vo, e VEEO, i 记 d(x) = S xw), 知 


i 二 0 


由 此 
h(x, = (1—tb)x+tx, t€ I 
定义 了 A; 到 c 的 强 形变 收缩 映射 
h: Ag x1— Aç ] 
现在 ， 我 们 来 叙述 并 证 明 本 附录 的 主要 定理 ， 
定理 4,2 设 K 是 有 限 (单纯 ) 复 形 ，XX 二 [天 | 。 链 上 映射 4 定 
义 如 82， 则 4:Co (Ko 丰 一 >Co(S(X)) 是 链 等 价 。 于 是 
ox:Ha (Ko, D =H (S (X), 9>0, 
证 明 iu f 
F=(A,| c€ K} 
是 X% 的 开 复 盖 ， 由 命题 3.1， 知 
rx:HalSe(X))~=Ha(S(X)), q=0, 
根据 ao 的 定义 ， 对 于 coE Ca KoD, A 
a (Cg) E Ca (SFO) E Ca (S (X)), 
因此 ，9% 可 分 解 成 a= ru; 


u T 
C (Ko, D ——>C Ca (Sr (>) ) ——> Ca (S (X). 
KEER, AAR nE. We HEX, fwa) 是 
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下 中 与 必 最 邻近 的 顶点 ， 即 使 得 对 一 切 关 的 顶点 ， 有 


x(t6(x))2><x(u), 
明显 地 ， 有 性 质 ， 
《i》 如 x 是 上 的 顶点 ， 则 w(x) =x; 
Gi) x€ Ag, Mw O 是 0 的 顶点 。 
我 们 构造 链 映射 | 
v:Ca (Sr X) ——> Ca lKa) 
如 下 ， 对 广义 单 形 
7 一 (如 47JGCo(or(X))， 4? 一 《20el1，…e9?>， 
记 vi 二 w(tei), OKIKI 
in (A CAs, 由 Gi) 知 V 是 0 的 顶点 ， 即 
<V0V1…2o>E Ca (Kod). 
命 一 
v (T) =<uot, *=-Uq2>, 
再 作 线性 扩充 ， 得 到 同 态 >， 且 显然 它 是 链 映 射 。 
根据 定义 
vy 二 1 GERD :Ca (Ko, D — Ca (KoD. 
KZ, HT=¢E,49) E€ Car (X)), iU 是 KK 中 适合 f A) cC A, 
的 最 小 单 形 ， 这 样 的 “是 存在 且 唯 一 的 。 命 
R(T)=A;ç, 
不 难 验 证 ， 
Cii T ÆT pii WRT) CRT); 
Gv) 了 与 mm (T) 都 是 RT 上 的 广义 单 形 。 
FEHI. RO ) 是 可 缁 的 ， 优 照 [1] 定 理 玉 .4.1， 纯 
雾 调 承载 子 定理 ， 便 知道 
vy 之 ] (HIR) :Ca (Sp (X) — Ca (Sr (X)). 
故 ” 是 链 等 价 ， 邯 
væ:Ha (Ko. D=HatS rX), q0. 1 
结合 命题 1.1， 便 得 
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定理 4,3 设 K 是 有 限 (单纯 ) 复 形 ， 则 
Ha (K, J) =H (S K|] )), q>0, ] 
利用 同调 叙 列 的 正 合 性 及 “五 引 理 7 ON. 8 3 来 附 记 )， 便 
有 
定理 4.4 设 (K,L) 为 有 限 复 形 偶 ， 则 
H (K,L;J)=-Ha(S(|K|] , |L| )), q20, 1 


附录 B 同调 群 的 万 有 系数 定理 


以 任意 交换 群 5 为 系数 群 ， 有 限 (单纯 ) 复 形 天 的 同调 群 
Ho (K,G), 从 代数 结构 上 看 ,完全 由 G 与 整 系数 同调 群 Ha(K， 从 
决定 。 这 是 同调 论 中 的 一 个 重要 事实 ， 称 为 万 有 系数 定理 。 本 附 
录 就 是 给 出 它 的 一 个 证 明 。 其 证 明 方 法 和 结果 对 一 般 自由 链 复 形 
的 情形 也 都 是 成 立 的 。 这 个 结论 在 克 .$3 与 8$ 4 中 用 到 ， 

以 下 所 有 的 群 都 是 交换 群 ， 运 算 以 加 法 记 ， 


$1 KER 

定义 1.1 设 4 与 也 是 群 。 命 R(A,B) 表 示 所 有 形 如 (4,b)， 
aE4，25E 电 的 元 素 集 自由 生成 的 群 ( 见 [11 定义 8.3.1) 。 记 
Y (A,B) 是 R(4,B) 中 包含 所 有 形 如 

(ay +a),,b)— (41,0) — (a,,b) 

(ab +b, —(a,b,)— (a,b;) 
的 元 素 的 最 小 子 群 ， 则 群 

AQB=R(A,B)/Y (A,B) 
称 为 4 与 8 的 张 量 积 。 

JROj:ROA,B > AGB HAREN. IERE b) € R(A, 
B), iñ a@b 二 j (a,b)。 于 是 所 有 形 如 4@b (4E A, bE 了) 的 元 素 
组 成 AGB 的 生成 元 集 ， 且 

(i) (a +a) Bb=a @b-+ a;,@b, 

Gi) a@ (b +b.) =a@b 二 GD。 
特别 地 ，0@b 二 0 二 2690。 


例 1.1 BETE, J 是 整数 加 群 。 由 
f(r,b)=rb, r€ 7, bG€ B, 
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决定 同 态 /:R(J, DB, BA 
fIYJ,D))=0. 
于 是 了 导出 同 态 f: JOB B, 4 
f @Gb) 一 rp re J, a€B, 
AJAS =b, mf ELR. E 
a= Sr Bh € ker f, 


又 因 
> r Ob = DIOE rbis 
i=1 i=l i=1 


B= 8 Bn)=0. 


故 a=0, H|f:JG B=B, 
类 但 地 可 证 B@J==D, 


定义 1.2 i f:4—>A', g: B' ERAS. H 
(f,g)(a,b)=(f(a),g(b)), acA, bEB 
决定 同 态 (六 9) :R(A,B)->R(A',B')。 显然 
(19)17(4,B)]CY(4 0)。 
于 是 有 导出 同 态 
I&9:AQB—>A'QB', 
称 为 了 与 9 的 张 量 积 。 自 然 
(f@g) (a@b) =f (a) @g9 (b), 
命题 1.1 设 f:4->4', /1:A’->A’, K g:B-B', g(:B! 
>B” 均 为 群 同 态 。 则 
ARQON = (/, J) (g. 9). 
证 明 是 明显 的 。】 
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定理 1,2 设 群 4 与 妃 分 别 有 (有 限 )》 直 和 分 解 @ 


A=Th,, B=58,. 
a b 
iL :A 一 A 与 4:Bs 一 B 是 内 射 。 则 
i Qj: A, QB; >AQB 
是 单 同 态 ， 且 


> A, @B,= AGB, 
a, # 
证 明 首先 ， 个 
Pa {A> A,, q | :B—B, 


是 自然 投射 ， 即 
Pala 二 1( 恒 同 )， Palar =0 (a'2ca);, 
qele 二 1( 恒 同 )， 9p710 二 0 E'H). 
于 是 
Page). (t, , Dje) = I 
0 ， ER. 
可 见 QDI EARR. 
其 次 ， 对 于 
e= SE > A @B;,, 


H : 
h(e)= > Qj) Cag 
a, g 
定义 了 同 态 
h: > A, @B,—+A@B, 
a, É 
则 


Ma BIg) A= Ca, 89 
知 有 是 单 同 态 。 而 对 4 外 已 的 任意 生成 元 GD， 命 


© 定义 见 [1] 附 录 B.§ 2 


1 ( 恒 同 )， 当 &' 三 0 
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a= ia, b= jbs 
a ; 
知 
M Za, @b,)=a@b, 
ao 


HD h EER. ie 
h: > A,QB;=A4AQ®QB, ] 


推论 1.5 EALA (ar ,a., a.) 为 基 的 (有 限 维 ) 自由 群 ， 
用 为 一 个 群 。 则 4 @ 召 的 元 素 能 唯一 的 表示 成 


> a bi, b 6 B, 


证 明 FiA 2 a, 自由 生成 的 群 ，1<<i<n， 则 根据 定理 
1.2 即 得 推论 。】 


附 记 ”由 例 1.2， 实 际 上 
Za Bob, ba, bn) 
E A@ 58 B @ B Ə--@ B 的 同 构 对 应 ， 


n 


3 


命题 1.4” 设 群 同 态 叙 列 
f 


A’ -——> A — AF0 
是 正 合 的 。 则 对 任何 群 B, 42210 


A'®BB_ >A 9B-A"9B—>0 


EESK, #ErhRf=f@1, g=g@1, 1:B—B 是 MAAK. 
证 明 (1) 氢 列 在 47@B 处 正 合 ， 即 9 是 满 同 态 ， 只 须 
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注意 ， 对 于 4”E A7, bc B， 因 9 是 满 的 ， 所 以 存在 aE4， 使 
得 ar—g(a), FÆ 
ar @b= (g@1) (a@b) = g (Qh). 
(2) 叙 列 在 4@ 了 处 正 合 ， 因 为 一 方面 有 
g f= (g@1) * (/@1) =gf@1=0@1=0, 

Hjj Im f< ker g. 

另 一 方面 ， 记 D 是 A4@@B 中 出所 有 元 类 4685 生成 的 子 群 ,其 


p ac Imf, bc B, fir 
p:AG@B— (AGB) /D 


为 自然 投射 。 
我 们 定义 同 态 


y:A’®B—>(A®B)/D 
如 下 HFa cA”, be B， 存 在 4€ 4， 使 得 a 二 g(4)。 使 
yar Qb) =p (a@b), 
易 见 乡 的 定义 是 一 意 的 ， 且 决定 间 态 少 。 于 是 
p 一 加 (0QD = 加 9g， 
故 ker gc D—Imfí. 1 
推论 1.5 设 f: 4 一 4 为 群 同 态 ， 有 是 群 。 则 
(A@B)/ f (A' @By= (A/f (A!) BB, 
Juh f =/f@1. 
证 明 易 见 叙 列 
Ar Í A-AA 
是 正 合 的 ， 共 中 9 是 自然 投射 。 于 是 根据 命题 1 .4 即 得 到 ，】 


附 记 ”一 般 而 首 ， 命 题 1.4 中 若 /是 单 同 态 , 了 不 一 定 
是 单 同 态 〈 见 定义 2.1)， 


然而 ， 我 们 有 
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0—> A'a AA 
是 正 合 的 ， 且 存在 同 态 1: 47 一 4， 使 得 gr 三 1( 恒 同 ) :4 一 47。 
则 对 任意 群 8， 叙 列 
0—4 QB- AGH hrGB > 0 
是 正 合 的 ， 其 中 了 了 =/J/@1，9 一 9 加 1， 
证 明 只 须 指 出 了 是 单 同 态 。 
事实 上 ， 由 命题 I .7.1， 知 存在 同 态 u: AA, EB vf 二 1 
(Em) :A4'->A'， 于 是 
ORI) / = G@ 1) (DD) 
= 0f Q1=181. 
故 大 是 单 同 态 。]】 


$2 RR 
定义 2.1 设 4 是 一 个 群 。 群 同 态 氢 列 


0 一 > A” fA' 4 >0 
称 为 4 的 一 个 者 现 ， 如 果 它 是 正 合 的 ， 且 4 ' 是 自由 群 。 此 时 对 
BB, EA 


A'B- >A'QB-AQB—>0 
Ih f ikker], RA A5 BHHRR, BATA, B). 
于 是 有 正 合 叙 列 


1 z 
0— Tor, (4, B) —> 4B- AO D 


2, A&B — 0, 


其 中 了 是 内 射 ，f =7/@1, 9 =981. 
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命题 2.1 设 群 A 有 两 个 表现 ， 即 叙 列 
fi 


0 一 >47 > A A >0， 


0 一 -> AZ LPT 2>A >. 
都 是 正 合 的 ，4 人 与 4 为 自由 群 。 则 对 任意 群 刀 ， 有 
Torg (4,B)=Torg (A,B), 
证 明 ERK 
fi 


0— > Ar A A—>0 


0 一 > 4Y 一 一 > 4 22 A > 0 
中 ， 因 4Af 是 自由 的 ，g2 EWR, ALARA o A Ag, WE 
得 J29 =J]. 
由 于 gs?fi =g f =0, BA 
Iaf) Cker gə= Im(/;), 


于 是 据 /2 是 单 问 态 ， EEIE Ú 0: AY->AY, 使 得 jg 一 pi。 
考虑 图 表 


0 一 Toro， (A, D LABB 0 


i T L ) = | f. = | 1 
0->Torg, (A, B)— Ar B AQB 2, A@ B—0, 
其 中 1 二 1@1，? 二 9 加 1，y 二 y 人 @!， 放 与 为 内 射 。 
上 于 jj f 31 — ç fili =0, i 
r=# Tory, (A,B):Torg (A,B)->Tory, (A, B), 


应 当 指 出 ，7 的 定义 与 上 述 0 及 站 的 选取 无关。 事实 E, 
MARZ AA, EE I=; A R AA 适合 
f; =f MA g; (@—2í)=0 At 是 自由 的 ， 有 同 态 EA 
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~>A8g， 使 得 122 二 9 一 91， 便 有 一 委 二 2f1。 于 是 
y— =- e 
=//fi@1= £ fis 
£ =t@1 
然而 上 fr ti =0, H 
Y |Torg (A,B)=Wi|Tor,, (A,B). 
仿照 上 述 办 法 ， 利 用 A; 是 自由 群 ， 存 在 同 态 
p:Torg (A, B}—>Tor, (A, B), 
且 易 见 
PT 二 1( 恒 同 ) :Torg, (4,B) Tor, (A,B), 
zp 二 1 ( 恒 同 ) :Torg, (A,B) Toro (A,B), 
Ë TTorg,(A,B)~Torg,(A,B), 1 


附 记 ”出 命题 2,1， 抄 积 的 定义 从 同 构 意义 上 , 只 与 4 和 
B 有 关 ， 而 与 4 的 党 现 的 选取 无 关 ， 仿 后 记 为 Tor (4,8) , 


命题 2.2 设 A 或 8 是 (有 限 维 ) 自由 群 ， 则 
Tor(A,B)=0. 
证 明 若 4 是 自由 的 ， 利 用 正 合 叙 列 
0 >0 二 424 >0 
(其 中 /是 需 同 态 ， 9 是 恒 同 同 态 )， 即 得 Tor(4,. 有 三 0， 
若 刀 是 有 限 维 自 出 群 ， 并 设 叙 列 
0 一 一 > art, A'A >0 
是 入 的 一 个 表现 ， 可 知 叙 列 — 
ADB- > AQB- AQB_ >0 


是 正 合 的 ， 了 是 单 同 态 〈 由 定理 1.2)。 即 
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Tor(A,B)=0. 1 


S3 一 般 柔 数 群 的 同调 群 

现在 ， 我 们 来 正式 描述 以 一 般 交 换 群 G 为 系数 群 ， 有 限 ( 单 
AD 复 形 天 的 同调 群 ， 以 下 简 记 

Ca(K)=C4(K, J),  Ha(K)=ĦH,(K,]), — + . 

定义 3.1 k EAR (单纯 ) 复 形 ，G 是 交换 群 。 命 

C .(K,G)=C,(K)@G, 
称 为 以 G 为 系数 群 ，K 的 9 维 链 群 。 

由 推论 1.3 及 其 附 记 ，Coa (KG) 中 的 9 维 链 即 是 以 G 的 元 素 
HRE, KH a 维 有 向 单 形 的 线性 组 合 。 而 群 C.(K,G) 同 构 于 
aq 个 G 的 站 和 ， 如 果 KK 愉 有 09 个 4 维 单 形 。 

易 见 当 4 之 0，Ca(K,G) =0。 

定义 边沿 运算 

8z=0,@1:C;(K,G)—>C,_ I (K,G), 
其 中 9o:Ca(K) 一 Co_1(K) 是 通常 边沿 同 态 ，1:G->G 是 恒 同 同 
态 。 


Ia © Jagi = (0q@1) (001181) 
= (dg0g+1) @1=0 
知 C(K,G) 二 {Ca(K,G)，0o} 是 ( 非 负 ) 链 复 形 ， 称 为 以 G 为 
系数 群 ， 天 的 链 复 形 。 
命 

Z (K,G) =ker da CalK,G), 

B (K,G) =Im ĝa} CZ (K,G), 
分 别称 为 以 C 为 系数 群 、 天 的 4 ERER, 4 维 边 沿 链 群 。 而 


H f t E 型 
H,(K,G)=Zç(K,G)/B, (K ,G5 
称 为 以 C 为 系数 群 ， 天 的 4 维 同调 群 。 

易 见 
Ci) 若 p:Co(K) 一 Ca(Z) 是 链 映射 ， 则 
P1:Ca K, G)—>Ca (L,G) 
亦 是 链 映 射 。 此 时 导出 同 态 
paiTHoa(K,G)-—>Ha(L,G). 


Gi) # 9 是 链 等 价 ， 则 9@1 亦 然 。 
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$4 BERKER 
MERRER EHEHSJRRAEE. 
定理 4.1 设 天 是 有 限 〈 单 纯 ) 复 形 ，C 为 一 个 交换 群 。 则 
Ha(K,G) =H (KEGGPBTor Hol (K) ,0). 
证 明 记 
i :Zaq(K)—>Ca(lK), 
7 :Ba(K) >Za(K), ` 
k :Bo (K)—>Co(K), 
均 为 包含 同 态 ， 知 《=17。 于 是 有 辣 态 71:Co(K)->Ba_i1(K)， 使 
得 9 二 kn。 
HTAA 


i n 
0— Zao(K)——>Co(K)—>PBo_1 (K) — 0 


是 正信 的 ， 我 们 构造 一 个 同 态 
rt:Bo_1(K) ->Co(K), 
BA Ci) 7 二 1 ( 恒 同 ) :Bo_1 (K) 一 Bo_1 (K); 
Gi) Ca (K) =iZ (K) DB (K), 
事实 上 ，Bo_1 O 作为 Co_1 (K) 的 子 群 是 自由 群 lE 
理 B.3.4)。 设 (83-1，*…，b4-1} 是 它 的 基 。 因 7 是 满 同 态 ， 取 
ciECol(K), 使 得 7ci 二 50i_1,1<<i<l。 这 便 决 定 同 态 ri Ba (K) 
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一 Ca (KK)， 由 定义 可 知性 质 〈 i 〉 是 明显 的 ， 
HB H 7.1, FEB Gi) 亦 成 立 。 
TE, H Bl.6, RA 


1 n 
0—>Za (K)@G 一 一 "Ca (K)@ G 一 > 有 1 (K)@G—0 
BEEG, n—=nSi, i=ií@1, RREAL.2 
Co (K,G) =C (K) @G 
=GZ(K)&@G)@ (r B,_, (K) QG) 
= í (Z (K) QG) O T (B,_, (K) QG), 
Api, r=r@1 是 单 同 态 。 因 
JT [ZO GG] = kn T [ZRG] = (K=k@!), 
g i [ZO QG| cC Z (K,G). 
注意 叙 列 
j g 
0 一 > Bo (K) —*Z,_ I (K) ——H 41 (O 一 >0 
EH I (K) 的 一 个 表现 ， 其 中 9 是 自然 投射 。 对 于 XE Bai (K) 
@G， 有 
Dr (x) := (0621) - ERI) (x) 
= (0z@ l) (x) = (k@1) (x) 
=1jJG) (j=;j@), 
因 了 是 单 司 态 ， 根 据 定义 2.1， 知 T(X) EZo(K,G)， 当 且 仅 当 
xEker j =Tor(H,_ (kK) ,0). 
于 是 


Za(K,G)=1[Za(K) @G|@ tT{Tor (Hoa_1 (Ky ,G)] 


Ba(K, GO) 一 5[Co (K)@G] =k n {Ca} (K) @G!) 
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=k (Ba (K)QG) = 1 j (Ba (K) QG). 


因此 
Zo OE o Tor(H,_, (K) ,G) 


H, (K,G) = — 
j (B. (K) QG) 


Zo (K 

=~ A BG OTor Ha (K) ,G) 
见 推论 1.5) 

=H, (K)@CGOD Tor (H.I (K),G), ] 


附 记 “运用 张 量 积 与 挠 积 的 对 偶 乘 积 运算 ( 同 态 群 、 扩 
张 群 )， 可 以 得 到 关于 复 形 上 同调 群 的 万 有 系数 定 理 ， 不 再 
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